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Avertissement

Ce document est inspiré de divers cours enseignés par l’auteur à l’Uni-
versité de Caen et de divers manuels classiques de Mathématiques tels que
[Rud95], [Car85], [Sch67], [Que64], [Dix76]. Il était anciennement intitulé
Mathématiques pour la Licence de Mécanique.

Initialement destiné aux étudiants en Mécanique, il est destiné également
à tout étudiant en science de niveau L3 et Master ainsi qu’aux élèves des
grandes écoles d’ingénieurs. Il peut également être utile aux étudiants en ma-
thématiques qui trouveront des versions simplifiés ainsi que des exemples
d’applications des éléments de base de leurs études.

Il s’agit principalement de définir les bases mathématiques nécessaires
à la modélisation, l’analyse avant même l’éventuelle résolution (essentielle-
ment numérique) d’un problème en ingénierie. Le document n’est naturelle-
ment pas exhaustif. Il manque notamment les probabilités et statistiques ainsi
que les méthodes numériques.

Ainsi, nous avons identifiés les notions d’algèbre linéaire, de calcul dif-
férentiel, de calcul intégral, de la résolution de systèmes différentiels ordi-
naires, comme bases indispensables à maîtriser pour tout étudiant en méca-
nique ou en sciences de l’ingénieur.

Viennent ensuite diverses notions comme la théorie des fonctions d’une
variable complexe qui vont essentiellement servir à la recherche de solutions
analytiques au niveau L3 ou qui pourront avoir un rôle plus large et théorique
au niveau Master. La théorie de l’intégrale de Lebesgue, base de l’analyse
fonctionnelle, est fondamentale pour justifier sur un plan mathématique toute
la modélisation en Mécanique des milieux continus et notamment la justifica-
tion d’un problème bien posé. Elle permet également de bien définir la trans-
formation de Fourier qui est un outil très important permettant la résolution
analytique ou semi-analytique d’un grand nombre de problèmes différentiels
ou aux dérivées partielles. Mais il n’est pas nécessaire pour un étudiant en
Mécanique ou à un élève ingénieur de la maîtriser : on se contentera de pré-
senter les résultats les plus importants pour les applications. Nous choisissons
de présenter également la théorie des distributions, permettant de représenter
notamment les cas de des charges ponctuelles donnant un sens généralisé à la
notion de dérivée. Nous terminons par une très courte introduction à l’analyse
fonctionnelle en présentant les espaces de Hilbert et en particulier les espaces
de Sobolev donnant le cadre théorique des problèmes bien posé et au delà de
la théorie, les bases de la méthode des éléments-finis, omniprésent dans la
résolution numériques des problèmes issus de la mécanique.

Ce document est encore et toujours incomplet, il manque un certain nombre
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de résultats, ne contient pratiquement pas démonstrations et surtout ce docu-
ment manque cruellement d’exemples.

Il est possible (probable) qu’il contienne des erreurs, même graves. Toutes
contributions suggestions ou commentaires sont les bienvenus : envoyez moi
un email à daniel.choi@unicaen.fr

Une version au format pdf est disponible ici : http://www.meca.
unicaen.fr/Enseignement/Document/CoursChoi/mathmeca.
pdf

Une version avec cadres est disponible ici : http://www.meca.unicaen.
fr/Enseignement/Document/CoursChoi/mathmeca-frame/index.
html
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Conventions et notations

Dans ce document, nous serons parfois amené à utiliser quelques conventions de nota-
tions propres à la mécanique. En particulier nous utiliserons la convention de sommation
par rapport aux indices répétés (on lit également convention d’Einstein) et nous noterons
souvent les dérivées partielles à l’aide d’un indice précédé d’une virgule.

Nous commençons toutefois par quelques notations utilisés dans ce document qui sont
du reste tout à fait usuel.

Notations
Nous n’avons pas cherché à faire dans l’originalité, ainsi dans tout le document R

désigne l’espace des nombres réels tandis que C sera l’espace des nombres complexes.
Les quantités scalaire seront systématiquement noté en italique, tandis que les objets

vectoriels seront noté soit avec une flêche soit en caractère soulignés :

On désigne généralement par f ou g une fonction scalaire, c’est à dire à valeur dans
R (ou éventuellement C).
Les objets vectoriels seront souvent désigné par u dont les composantes notées ui
sont des quantités scalaires.

Le symbole Ω représentera généralement un domaine à bord régulier de Rd, où la
dimension d, en mécanique, désigne souvent les nombres 2 ou 3.

Convention de sommation suivant les indices répétés
La convention d’Einstein sur la sommation sur les indices ou exposants répétés est

une convention destiné à alléger les écritures dans les formules mathématiques sans pour
autant les rendre ambigu.

c©Daniel Choï 2003- 8 Université de Caen



Mathématiques pour l’ingénieur

La convention implique une sommation sur des termes produits dés lors qu’ils pré-
sentent des indice répétés :

Ainsi, par exemple, pour x = [x1, x2, . . . , xn]> et y = [y1, y2, . . . , yn]>, deux vecteurs
de Rn, le produit scalaire :

x.y =
n∑
i=1

xiyi,

où l’on remarque l’indice i qui apparaît répété, sera noté plus simplement :

x.y = xiyi.

De même pour un produit de matrices C = BA :

ckj =
m∑
i=1

bkiaij −→ ckj = bkiaij.

Si un vecteur x a pour composantes (x1, x2, ..., xn) dans la base e1, e2, . . . , en, on écrit

x =
n∑
i=1

xiei −→ x = xiei

Si on note, dans R3 le produit mixte des vecteurs de la base canonique :

εijk = (ei, ej, ek) = ei.(ej ∧ ek)
On peut écrire le produit mixte de trois vecteurs a, b et c par

(a, b, c) =
3∑
i=1

3∑
j=1

3∑
k=1

εijkaibjck −→ (a, b, c) = εijkaibjck,

où on a appliqué la convention sur les trois indices répétés i, j et k.
En réalité, ce manuscrit a d’avord été rédigé sans utiliser cette convention. Ainsi, on

ne la trouve pas dans la plupart des chapitres. Nous avons les avons cependant ajouté en
bleu, dans la mesure du possible.

Notation des dérivées partielles
En mécanique et en mathématiques en général, nous avons souven affaire à des sys-

tèmes d’équations aux dérivées partielles. Ainsi pour alléger les notations on préférera
utiliser la notation en indice précédé d’une virgule :

∂f

∂x
= f,x

∂ui
∂xj

= ui,j

∂2ui
∂xj∂xk

= ui,jk.
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Si on considère une fonction scalaire f défini sur Ω ⊂ Rn (à valeur dans R) alors pour
toute direction h = [h1, h2, . . . , hn]>, on écrit la dérivée de f dans la direction h :

∇f(x)(h) =
n∑
i=1

∂f

∂xi
(x)hi −→ ∇f(x)(h) = f,i(x)hi.

où on a également utilisé la convention de sommation suivant les indices répétés.

Indices et exposant Grecs ou Latins
Bien que la plupart des théories mathématique soit présenté dans un espace abstrait

de dimension n, en Mécanique les problèmes sont généralement posés dans les variables
d’espace. C’est à dire qu’on travaille en dimension 3 en géneral et en dimension 2 pour
des problèmes plans.

Alors, il est une façon bien commode si un problème est en dimension 2 ou 3 :
— l’utilisation réservée des indices et exposants Grecs en dimension 2,
— l’utilisation réservée des indices et exposants Latins en dimension 3.

Ainsi le système
σij,j + fj = 0 i = {1, 2, 3}

identifie immédiatement un problème à trois dimension (avec une sommation sur j), tan-
dis que dans

σαβ,β + fα = 0 α = {1, 2}

on reconnait un problème en dimension 2 (avec une sommation sur β) .
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CHAPITRE 1

Algèbre linéaire : Espaces
vectoriels et applications linéaires

Une bonne connaissance de l’algèbre linéaire est essentielle en Mathématiques appli-
quées. c’est une théorie sur laquelle repose le calcul différentiel ou encore la résolution
de systèmes linéaires, indispensable pour une éventuelle approximation numérique des
problèmes de la mécanique. Nous présentons ici les définitions et les résultats principaux.
Nous renvoyons par exemple à [Que64] ou n’importe quel cours d’algèbre de premier
cycle universitaire ou de classes préparatoires tel que [?].

1.1 Espaces vectoriels
Nous commençons par la notion d’espace vectoriel sans introduire des notions usuelles

d’algèbre telles que les groupes, les anneaux ou encore les corps. Elles seront tout de
même rappellées, nous préférons une présentation intuitive basée sur l’ensemble des
nombres réels R ou des nombres complexes C, qui sont des exemples particuliers de
corps.

1.1.1 Espace vectoriel : une présentation intuitive
Un espace vectoriel est un ensemble d’éléments x, y, . . . , appelés vecteurs, sur lequel

sont définis les opérations linéaires : une addition et une multiplication par un scalaire
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(un nombre réel ou complexe), avec les règles usuelles liées à la notion d’addition et de
multiplication :associativité, commutativité, élément neutre, transitivité,...

Dans le jargon mathématicien l’addition désigne une opération interne entre deux vec-
teurs donnant un vecteur, tandis que la multiplication est une opération externe entre un
scalaire et un vecteur donnant encore un vecteur.

On parle d’espace vectoriel réel si les scalaires sont les nombres réels. De même, on
parle d’espace vectoriel complexe si les scalaires sont les nombres complexes. Dans toute
la suite, sauf mention contraire, les espaces vectoriels seront réels.

1.1.2 Exemples d’espace vectoriel
1. Le premier exemple d’espace vectoriel réel est l’ensemble des nombres réels R

lui-même, avec évidemment les addition et multiplication usuelles. Dans ce cas
particulier, les nombres réels sont à la fois considérés comme des scalaires et
comme des vecteurs en tant qu’éléments de l’espace vectoriel.
Il en va de même pour l’ensemble des nombres complexes C. Cependant, dans ce
cas, on peut distinguer deux possibilités :C en tant qu’espace vectoriel complexe,
ou bien C en tant qu’espace vectoriel réel (on parle de plan complexe pour cette
dernière).

2. Autre exemple, l’ensemble des fonctions définies sur un intervalle de I ⊂ R à
valeur réelle : on définit naturellement l’addition de deux fonctions f et g par :

h = f + g ⇔ h(x) = f(x) + g(x) ∀x ∈ I.

La multiplication d’une fonction f par un scalaire λ est définie par

h = λf ⇔ h(x) = λf(x) ∀x ∈ I.

En fait dans cet exemple, un point crucial est que l’addition est une opération interne :
autrement dit, l’addition de deux fonctions doit encore être une fonction définie sur I à
valeur réelle. Il en va de même pour la multiplication. C’est ce qu’on appelle la stabilité
linéaire.

Une conséquence est qu’un espace vectoriel contient nécessairement un élément neu-
tre pour l’addition, à savoir le vecteur nul.

Ainsi, le sous-ensemble des fonctions valant 1 en 0, n’est pas un espace vectoriel pour
l’addition et la multiplication usuelle, puisque la fonction nulle n’en fait pas partie.

1.1.3 Espace vectoriel : la définition
Pour information et par souci de complétude, donnons la définition exacte et précise

et abstraite 1 de la notion d’espace vectorielle :

1. Comme on pourra le remarquer, en Mathématique plus on est abstrait et plus on est précis ;-)... C’est
comme ça ! Et encore : ici, nous nous sommes restreint aux cas réel ou complexe...
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Définition 1.1.1. Soit E, un ensemble abstrait, muni d’une opération interne notée ’+’ et
d’une opération externe notée ’.’ avec un scalaire réel (resp. complexe).

On dit que (E,′+′,′ .′) possède une structure d’espace vectoriel surR (resp. surC) si
les conditions suivantes sont satisfaites :

1. ∀x, y ∈ E, x+ y ∈ E
2. ∀x ∈ E, ∀λ ∈ R (resp. ∈ C), λ.x ∈ E
3. ∀x, y, z ∈ E, (x+ y) + z = x+ (y + z)

4. ∀x, y ∈ E, x+ y = y + x

5. ∀x ∈ E, ∀λ, µ ∈ R (resp. ∈ C), (λµ).x = λ.(µ.x)

6. ∀x, y ∈ E, ∀λ ∈ R (resp. ∈ C), λ.(x+ y) = λ.x+ λ.y

7. ∀x ∈ E, ∀λ, µ ∈ R (resp. ∈ C), (λ+ µ).x = λ.x+ µ.x

8. Il existe 0E ∈ E tel que ∀x ∈ E, x+ 0E = 0E + x = x

9. ∀x ∈ E, ∃y ∈ E tel que x+ y = 0E

A la première lecture, cela fait beaucoup de choses à apprendre et à connaitre, mais il
est facile de ne retenir que l’essentiel : l’ensemble E muni de son opération interne (ad-
dition) est un groupe commutatif : l’addiction doit être commutative (2), associative (3),
posséder un élément neutre (8) et pour chaque élément de E il existe un symétrique pour
l’addition (9) ; on parle également d’élément opposé. On y ajoute l’opération externe (pro-
duit par un scalaire) possédant les propriétés de distributivité à gauche (6), d’associativité
mixte (5) et de distributivité à droite (7).

Exercice. Montrer que dans tout espace vectoriel E, réel ou complexe :

∀x ∈ E, 0.x = 0E

Le point fondamental dans une structure d’espace vectoriel et qui le différentie d’une
structure de groupe est l’opération externe, produit par un scalaire. Autrement dit un es-
pace vectoriel, sauf s’il est réduit à un élément neutre, est un ensemble infini.

Il faut noter que l’addition entre deux scalaires (7) est notée de la même façon que
l’opérateur interne avec le symbole +, cependant, il ne s’agit pas en général de la même
opération. Cet abus d’écriture peut désorienter certains, mais dans la pratique, il n’y a
jamais d’ambiguité.

Un élément d’un espace vectoriel est appelé vecteur, et hormis les cas triviaux d’es-
paces vectoriels tels que R, nous choisissons de noter les vecteurs de façon soulignée.

Remarquons que la notion espace vectoriel est une notion de structure d’un ensemble
muni d’opérateurs. On désigne usuellement de manière abusive (mais sans ambiguïté)
l’espace vectoriel (E,′+′,′ .′) tout simplement par E, car les opérations interne (addition)
et externe (multiplication par un scalaire) sont généralement implicites et ne nécessitent
pas d’être rappelées.
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C’est bien ce que nous indiquions dans la sous-section précédente : un espace vectoriel
est en gros un ensemble pour lequel est défini une addition interne et une multiplication
par un nombre scalaire avec les propriétés de stabilité linéaire (1) et (2).

Exercice. Montrer que les exemples 1.1.2 sont bien des espaces vectoriels.

1.1.4 Sous-espace vectoriel
Définition 1.1.2. Soit E un espace vectoriel réel et soit un sous-ensemble non vide X ⊂
E. X est un [sous-]espace vectoriel réel s’il satisfait aux conditions de stabilité linéaire,
c’est à dire :

x+ y ∈ X
αx ∈ X

pour tout x, y ∈ X et pour tout scalaire α ∈ R.

Remarque 1. On a naturellement une définition analogue pour les sous-espaces d’es-
paces vectoriels complexe.

Par exemple, toute droite de R2 passant par 0 est un sous-espace vectoriel de R2 ou
encore toute droite ou tout plan de R3 passant par 0 est un sous-espace vectoriel de R3.

1.1.5 Indépendance linéaire : vecteurs libres, vecteurs liés
Soit E un espace vectoriel (réel ou complexe) et soient p vecteurs x1, x2, . . . , xp. Si

α1, . . . , αp sont des scalaires, alors on dit que le vecteur

α1x1 + · · ·+ αpxp

est une combinaison linéaire des vecteurs x1, . . . , xp.

Définition 1.1.3. On dit que les vecteurs x1, x2, . . . , xp forment une famille libres, ou
bien qu’ils sont linéairement indépendants si toute combinaison linéaire non nulle de ces
vecteurs est nécessairement non nulle :

Si α1x1 + · · ·+ αpxp = 0 alors, α1 = · · · = αp = 0.

Définition 1.1.4. On dit que p vecteurs x1, x2, . . . , xp sont liés si ils ne sont pas libres.

Proposition 1.1.5. Soit x1, x2, . . . , xp une famille de p vecteurs. Si ces vecteurs sont libres
(ou linéairement indépendants), alors la décomposition de

x = α1x1 + · · ·+ αpxp

est unique.
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1.1.6 Produit d’espaces vectoriels
Soient E1 et E2 deux espaces vectoriels réels (resp. complexes). On définit l’espace

produit par l’ensemble

E1 × E2 =
{

(x1, x2) tels que x1 ∈ E1 et x2 ∈ E2

}
.

On munit cet espace produit d’une addition et d’une multiplication induite par celles de
E1 et de E2 :

(x1, x2) + (y1, y2) = (x1 + y1, x2 + y2)

λ(x1, x2) = (λx1, λx2)

Munis de ces opérations linéaires, l’espace produit E1×E2 est encore un espace vectoriel
réel (resp. complexe).

Ainsi, par exemple on note R2 = R×R et par récurrence :

R
n = R×Rn−1 ∀n = 2, 3, . . .

1.1.7 Cas des espaces vectoriels réels de dimension finie
Définition 1.1.6. On dit qu’un espace vectoriel E est de dimension n s’il possède une
famille libre de n vecteurs et que toute famille de n+ 1 vecteurs est lié.

Définition 1.1.7. On dit qu’une famille B de vecteurs de E est génératrice ou encore que
cette famille engendre E si tout vecteur de E est une combinaison linéaire des vecteurs
de B.

Définition 1.1.8. Une base d’un espace vectoriel E est une famille libre et génératrice,
c’est-à-dire qu’une base est constituée d’une famille de vecteurs linéairement indépen-
dants et qui engendre E.

Ainsi, si B = (b1, . . . , bn) est une base de E alors tout vecteur x de E se décompose
de manière unique en une combinaison linéaire des vecteurs de la base B :

x =
i=n∑
i=1

xibi.

Les coefficients x1, . . . , xn sont les coordonnées de x dans la base B.

Théorème 1.1.9. Soit E un espace vectoriel de dimension n.
1. Une famille de n vecteurs de E engendre E si et seulement si c’est une famille

libre.
2. E possède au moins une base et toute base est constitué de n vecteurs.
3. Si Y = (y

1
, . . . , y

m
) (1 ≤ m ≤ n) est un système libre de E, alors il existe une

base de E contenant ce système. Autrement dit, on peut toujours compléter une
famille libre en une base.
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1.2 Cas des espaces Rn

Générallement, les vecteurs de Rn sont notés par une représentation dite matricielle :

x←→


x1

x2
...
xn

 = [x1, . . . , xn]>,

où le symbole [...]> indique une matrice transposée (i.e les lignes sont remplacées par des
colonnes).

La base canonique de Rn est constituée des vecteurs ei = [0, . . . , 1, . . . , 0]>, dont
toutes les coordonnées sont nulles sauf la ieme qui vaut 1.

Si x ∈ Rn avec x = [x1, . . . , xn]>, alors

x =
i=n∑
i=1

xiei

La base (e1, . . . , en) est appelée base canonique de Rn.
On a alors de cette façon :

Théorème 1.2.1. L’espace R est de dimension n. On note dim Rn = n.

Théorème 1.2.2. Tout espace vectoriel de dimension n est isomorphe à Rn.

1.2.1 Produit scalaire Euclidien et norme Euclidienne dans Rn

Soit E = R
n et soit Pour tout x et y appartenant à E et dont les composantes dans la

base canonique {ei} de E sont notées respectivement xi et yi :

x =
∑
i=1

xiei, y =
∑
i=1

yiei.

On définit le produit scalaire (Euclidien) de x par y dans Rn

(x, y)Rn =
n∑
i=1

xiyi. (1.1)

Il s’agit donc d’une application qui associe à deux éléments x et y deRn, un nombre réel
(un scalaire) qu’on note dans ce document (x, y)Rn .
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Il y a beaucoup de notations possibles pour le produit scalaire de deux vecteurs. C’est
une source importante de confusion chez certains étudiants :

(x, y)Rn = (x, y)

=< x, y >

= 〈x, y〉
= x.y.

Les notations les plus courantes sont 〈x, y〉 et (x, y), adoptée dans ce document, où la
notion de produit scalaire Euclidien dans Rn est implicite (encore un abus de notation).

On vérifie aisément les propriétés de bilinéarité et de symétrie :

Proposition 1.2.3. Soient x, y, z ∈ Rn et soit un réél λ. On a

(x, y) = (y, x)

(x+ z, y) = (x, y) + (z, y)

(λx, y) = λ(x, y)

Le produit scalaire induit une forme quadratique et nous avons trivialement la pro-
priété de positivité :

Proposition 1.2.4. Soit x ∈ R, alors (x, x) ≥ 0.

Théorème 1.2.5. Inégalité de Cauchy-Schwarz – ∀x, y ∈ Rn,∣∣(x, y)
∣∣ ≤ (x, x)

1
2 (y, y)

1
2 (1.2)

Démonstration. La preuve de cette inégalité repose sur une astuce classique utilisée dans
un grand nombre de démostration mathématiques utilisant un paramètre scalaire λ ∈ R :
Considérons la quantité, nécessairement positive, quel que soit λ

(x+ λy, x+ λy) ≥ 0

En développant, on obtient

(x, x) + 2λ(x, y) + λ2(y, y) ≥ 0.

On recconnait donc un polynôme en λ du second degré qui est toujours positif. Cela
signifie que le discriminant de ce polynôme est nécessairement négatif, c’est à dire

4(x, y)2 − 4(x, x)(y, y) ≤ 0

d’où
(x, y)2 ≤ (x, x)(y, y).
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Définition 1.2.6. Le produite scalaire dans Rn induit la norme Euclidienne :

∀x ∈ Rn, ‖x‖
Rn

=

[
n∑
i=1

x2
i

] 1
2

.

On notera, sans ambiguité :
‖x‖ = ‖x‖

Rn
.

Grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on montre facilement que la norme Euclidienne
est bien une norme, c’est à dire qu’elle satisfait aux conditions, ∀x, y ∈ Rn et ∀λ ∈ R :

‖x‖ = 0⇔ x = 0

‖λx‖ ≤ |λ| ‖x‖
‖x+ y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖.

1.3 Application linéaire
Dans toute la suite, sauf indication contraire, un espace vectoriel désignera un espace

vectoriel réel.

Définition 1.3.1. Une application A d’un espace vectoriel E vers un espace vectoriel F
est une application linéaire si

1. A(x1 + x2) = A(x1) + A(x2) pour tout x1, x2 ∈ E.

2. A(αx) = αA(x) pour tout x ∈ E et tout scalaire α.

Pour désigner une application linéaire, on lit parfois homomorphisme, dans un langage
plus savant 2.

On note souvent Ax, l’image d’un vecteur x par une application linéaire A, au lieu de
A(x). C’est essentiellement parce qu’en représentation matricielle (voir plus loin) l’ap-
plication ou la composition s’assimile à un produit de matrice.

Remarquons que si A est une application linéaire alors on a nécessairement

A(0) = 0.

Proposition 1.3.2. Une application linéaire est entièrement déterminée par les images
des vecteurs d’une base.

2. la notion d’application linéaire peut être considérée comme le prolongement d’un homomorphisme
de groupe à un espace vectoriel
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En effet, si (x1, . . . , xn) est une base de E alors tout vecteur x se décompose de
manière unique

x =
i=n∑
i=1

αixi.

Alors la linéarité de A permet de calculer A(x) à partir des vecteurs A(xi) :

A(x) =
i=n∑
i=1

αiA(xi).

1.3.1 Opérateurs linéaires
Une application linéaire d’un espace vectorielE à image dansE est appelée opérateur

linéaire sur E (on lit aussi endomorphisme sur E).

Définition 1.3.3. Si A est un opérateur linéaire sur E qui établit une bijection de E vers
E, on dit que A est inversible. On peut alors définir l’application réciproque A−1 de E
vers E par la relation

A−1(Ax) = x.

On a également A(A−1x) = x et A−1 est linéaire.

Théorème 1.3.4. Soit A un opérateur linéaire sur un espace vectoriel de dimension finie
E, alors les conditions suivantes sont équivalentes

— A est injectif
— A est surjectif
— A est bijectif

Preuve en annexe 1.9.1.

Signalons tout de même que ce théorème n’est plus vrai siE est de dimension infinie :
pensez à l’espace vectoriel des suites numériques et l’application qui enlève le premier
élément de la suite 3 qui est une application surjective de l’espace des suites vers lui même
mais qui n’est pas injective puisque le noyau n’est pas réduit à 0, c’est à dire la suite infinie
de 0..

Encore quelques définitions :

Définition 1.3.5. On note L (E,F ) l’ensemble des applications linéaires d’un espace
vectoriel E vers une espace vectoriel F .

Dans le cas des opérateurs linéaires, au lieu de L (E,E) on écrit plus simplement
L (E).

3. c’est l’opérateur shift en anglais
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Si A1 et A2 sont dans L (E,F ) et si α1 et α2 sont deux scalaires, on définit l’applica-
tion α1A1 + α2A2 par

(α1A1 + α2A2)x = α1A1x+ α2A2x, x ∈ E.

Naturellement on a (α1A1 + α2A2) ∈ L (E,F ).

Définition 1.3.6. Si E, F et Z sont trois espaces vectoriels et si A ∈ L (E,F ), B ∈
L (F,Z), on définit leur produit BA comme étant la composée de A et B :

(BA)x = B(Ax) x ∈ E.

On a alors BA ∈ L (E,Z).

Soulignons que même si E = F = Z, le produit d’opérateurs linéaires ne commute
pas, i.e.

AB 6= BA en général.

Définition 1.3.7. Pour A ∈ L (Rn,Rm), on peut définir une norme de A par le sup de
tous les vecteurs ‖Ax‖ quand x parcourt la boule unité de Rn centrée en 0 :

‖A‖ = sup
‖x‖=1

‖Ax‖.

Par linéarité, on a alors toujours l’inégalité :

‖Ax‖ ≤ ‖A‖‖x‖.

Théorème 1.3.8. — Si A ∈ L (Rn,Rm) alors ‖A‖ < +∞ et A est une application
uniformément continue sur Rn.

— Si A,B ∈ L (Rn,Rm) et si α est un scalaire alors

‖A+B‖ ≤ ‖A‖ + ‖B‖ ‖αA‖ = |α| ‖A‖.

— Si A ∈ L (Rn,Rm) et B ∈ L (Rm,Rp) alors

‖BA‖ ≤ ‖A‖‖B‖.

Preuve en annexe 1.9.2.

1.3.2 Quelques exemples d’espaces vectoriels et d’applications liné-
aires

1. On note Rn[X] l’ensemble des polynômes réels de degré ≤ n.
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2. L’espace des fonctions définies sur un intervalle de R (c’est un e.v. de dimension
infinie)

3. L’ensemble des applications linéaires de Rn dans Rm.
4. L’espace des matrices n×m (de dimension mn).
5. L’ensemble des solutions d’une équation différentielle ordinaire homogène li-

néaire à coefficients constants ou non (dimension finie).
6. L’ensemble des solutions d’une équation aux dérivée partielles linéaires homo-

gène.

Exercice : Pour chacun de ces exemples donner un sous-espace vectoriel.

1.4 Matrice d’une application linéaire
Soient X et Y deux espaces vectoriels de dimension respective n et m.

Soient (x1, . . . , xn) et (y
1
, . . . , y

m
) deux bases respectives de X et Y . Toute application

linéaire A ∈ L (X, Y ) détermine un ensemble de coefficients notés aij tels que

A(xj) =
m∑
i=1

aijyi (1 ≤ j ≤ n). (1.3)

Il est usuel et commode de représenter ces coefficients dans un tableau rectangulaire de
m lignes et de n colonnes appelé matrice m × n noté M(A) 4, on parle alors de repré-
sentation matricielle de l’application linéaire :

M(A) =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 .

Remarquons que les coordonnées aij du vecteur A(xj) apparaissent dans la jme colonne
de la matrice M(A). Les vecteurs A(xj) sont donc parfois appelés vecteurs colonnes de
la matrice M(A).

On appelle rang de A, la dimension de l’image de X par A. Il est donc égal à la
dimension de l’espace engendré par le vecteurs colonnes de M(A).

A l’aide des coefficients de la matrice on peut déterminer l’image de tout vecteur x de
X par A. En effet, si x =

∑
αixi, on déduit par linéarité de A que

A(x) =
m∑
i=1

(
n∑
j=1

aijαj

)
y
i
. (1.4)

4. On le note également d’autres façon telles que (A) ou encore M ou bien [A], pour être tout à fait
rigoureux il faudrait indiquer Mat(A,{xj}, {yi}) ; c’est-à-dire indiquer la matrice de l’application linéaire
A de la base de départ{xj} dans la base d’arrivée {y

i
}.
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Réciproquement, donnons nous maintenant une matrice m × n de coefficients aij , notée
M(A). Si on définit l’application A par la formule (1.4), on remarque que A ∈ L (X, Y ),
où nous rappelons que X et Y sont des espaces vectoriels de dimension n et m respecti-
vement. Ainsi :

Théorème 1.4.1. Il y a une bijection entre L (X, Y ) et l’ensemble des matrice m× n,

m lignes, dimension de l’espace d’arrivée,

n colonnes, dimension de l’espace de départ.

Exemple : Plaçons nous dansR2 etR3, si relativement à des bases (e1, e2) et (f
1
, f

2
, f

3
),

une application linéaire est définie comme

A(e1) = f
1

+ f
2

+ f
3

A(e2) = f
1
− f

2
.

Alors, la matrice de l’application linéaire A dans les bases considérées s’écrit :

A =

1 1
1 −1
1 0

 .

Ainsi, si par exemple
x = α1e1 + α2e2,

alors
A(x) = (α1 + α1)f

1
+ (α1 − α1)f

2
+ α1f 3

.

Ce qu’on note également noter sous la forme :

A

(
α1

α2

)
=

α1 + α1

α1 − α1

α1

 .

1.4.1 Bijection entre L (X,R) et X
Enchaînons par un résultat fondamental :

Théorème 1.4.2. Soit X un espace vectoriel réel de dimension finie. Étant donné une
base de X , on peut définir le produit scalaire : ∀x = xixi ∀y = yixi

x.y = xiyi.

Ainsi pour tout x ∈ X , on défini une forme linéaire sur X . Réciproquement, toute forme
linéaire sur X , via sa représentation matricielle, peut être présentée comme un produit
scalaire par un vecteur de X .

Il existe donc une bijection entre L (X,R) et X .
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Corollaire 1.4.3. Dans le cas où X = R
n le produit scalaire rapporté à la base cano-

nique définit la bijection naturelle entre L (Rn,R) et Rn.

Cette bijection est essentielle pour bien comprendre le calcul différentiel : Ainsi un
réel a peut être identifié à une forme linéaire réelle définit par l’application qui associe à
tout réel x, la valeur ax.

De même un vecteur a ∈ R2 peut être identifié à forme linéaire réelle définit par
l’application qui associe à tout vecteur x, la valeur réelle a.x.

1.4.2 Norme d’une application linéaire
Terminons cette section par une proposition permettant d’obtenir une estimation de la

norme d’une application linéaire grâce à sa représentation matricielle

Proposition 1.4.4. Soit aij les coefficients de la matrice de A ∈ L (X, Y ) de la base
(x1, . . . , xn) de X dans (y

1
, . . . , y

n
) de Y . On a la majoration :

‖A‖ ≤

(∑
i,j

a2
ij

)1/2

.

Preuve en annexe 1.9.3

1.4.3 Produit de deux matrices et composition de deux applications
linéaires

Considérons à présent un troisième espace vectoriel Z de dimension p avec une base
(z1, . . . , zp). Si A est définie par (1.3), définissons de la même manière une application
linéaire B ∈ L (Y, Z) à l’aide de coefficients bki :

B(y
i
) =

p∑
k=1

bkizk (1 ≤ i ≤ m). (1.5)

On peut alors définir l’application composée BA ∈ L (X,Z) par

(BA)(xj) =

p∑
k=1

ckjzk.
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Mais comme
(BA)(xj) = B(Axj)

= B

(
m∑
i=1

aijyi

)

=
m∑
i=1

aijB(y
i
)

=
m∑
i=1

aij

p∑
k=1

bkizk,

on a finalement

(BA)(xj) =

p∑
k=1

m∑
i=1

bkiaijzk,

c’est à dire :

ckj =
m∑
i=1

bkiaij. (1.6)

On dit aussi que la matrice p× n, notée C, de coefficients ckj est le produit de la matrice
A par la matrice B.

La formule (1.6) donne la règle usuelle du produit de deux matrices.
Terminons par la règle : le produit d’une matrice n×m par une matrice m× p, donne

une matrice n× p.
(n×m)(m× p) = (n× p).

Si les dimensions des espaces ne rentrent pas dans le cadre de cette règle, le produit n’est
pas défini, les dimensions d’espaces étant incompatibles.

1.4.4 Changement de bases et Matrices de passage
Dans la pratique, et notamment en Mécanique, il apparaît souvent judicieux de passer

d’un système de coordonnées à un autre suivant les besoins. Il est donc nécessaire de
maîtriser les outils permettant ces passages.

Soit X un espace vectoriel de dimension n et soit un vecteur x ∈ X de coordonnées
αi dans la base (x1, . . . , xn). Soit (x′1, . . . , x

′
n) une autre base de X . Supposons connues

les coordonnées des vecteurs x′i dans la base (x1, . . . , xn) :

x′j =
n∑
i=1

pijxi.

On a donc défini une matrice P représentant l’application identité de X , muni de la base
(x′1, . . . , x

′
n), dans X , muni de la base (x1, . . . , xn) :
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IdX(x′j) = x′j =
n∑
i=1

pijxi.

Théorème 1.4.5. La matrice P ayant pour jme colonne les coordonnées de x′j dans la
base (x1, . . . , xn) est inversible. On l’appelle la matrice de passage de la base (x1, . . . , xn)
vers la base (x′1, . . . , x

′
n).

De plus, si αi sont les “anciennes” coordonnées de x dans (x1, . . . , xn), formant la
matrice colonne (n × 1) [x]x, on peut les exprimer en fonction des “nouvelles” coordon-
nées α′j de x dans (x′1, . . . , x

′
n), notées également par une matrice colonne [x]x′ avec la

formule :
[x]x = P [x]x′ ⇐⇒ P−1[x]x = [x]x′ .

En résumé, si

x =
n∑
j=1

αjxj =
n∑
j=1

α′jx
′
j, et x′j =

n∑
i=1

pijxi,

alors

αi =
n∑
j=1

pijα
′
j.

Autrement dit, pour obtenir les “nouvelles” coordonnées en fonction des anciennes, il faut
passer par la matrice de passage P−1 de la base (x′1, . . . , x

′
n) vers la base (x1, . . . , xn).

La notation P−1 est justifiée par le fait que P−1 est nécessairement la matrice inverse
de P . En effet, on doit avoir

PP−1 = P−1P = In,

où In est la matrice identité n× n.
Considérons maintenant une application linéaire A ∈ L (X, Y ) où X et Y sont tou-

jours des espaces vectoriels de dimension n et m respectivement.
On muni X des bases (x1, . . . , xn) et (x′1, . . . , x

′
n), avec P la matrice de passage de

(x1, . . . , xn) vers (x′1, . . . , x
′
n).

On muni de même Y des bases (y
1
, . . . , y

m
) et (y′

1
, . . . , y′

m
), avec Q la matrice de

passage de (y
1
, . . . , y

m
) vers (y′

1
, . . . , y′

m
). Alors, on a la proposition :

Proposition 1.4.6. Soit M la matrice de A de la base (x1, . . . , xn) de X vers la base
(y

1
, . . . , y

m
)de Y . Alors la matrice M ′ de A de la base (x′1, . . . , x

′
n) de X vers la base

(y′
1
, . . . , y′

m
) de Y , se décompose :

M ′ = Q−1MP.
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Démonstration. En effet, on a

[A(x)]y′ = M ′ [x]x′

et
[A(x]y′ = Q−1 [A(x)]y = Q−1M [x]x = Q−1MP [x]x′ .

Dans le cas particulier où A est un opérateur linéaire (on dit aussi endomorphisme)
sur X , si P est la matrice de passage de la base (x1, . . . , xn) vers la base (x′1, . . . , x

′
n),

alors si M et M ′ sont les matrices de A dans (x1, . . . , xn) et (x′1, . . . , x
′
n) respectivement,

alors on a
M ′ = P−1MP.

1.5 Cas des opérateurs linéaires – Matrices carrés
Dans le cas d’un opérateur linéaire (i.e. un endomorphisme) de Rn, la représentation

matricielle est une matrice n×n. Une telle matrice, ayant le même nombre de ligne et de
colonne, est dite carrée.

1.5.1 Adjoint d’un opérateur linéaire
Définition 1.5.1. Soit A un opérateur linéaire sur Rn, l’opérateur adjoint A∗ est défini
par :

∀x, y ∈ Rn, 〈A∗x, y〉 = 〈x,Ay〉.

Proposition 1.5.2. Soit M la représentation matricielle d’un opérateur linéaire A deRn

dans une certaine base orthonormée. Alors la représentation matricielle M∗ de l’adjoint
A∗ dans cette même base est égale à la transposée de M .

M∗ = M⊥ ou encore M∗
ij = Mji.

1.5.2 Partie symétrique et antisymétrique d’un opérateur linéaire de
R

n

Définition 1.5.3. La partie symétrique d’un opérateur linéaire A de Rn est égale à la
somme de A et de A∗ divisé par deux :

Asym =
1

2
(A+ A∗) .
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Définition 1.5.4. La partie antisymétrique d’un opérateur linéaire A deRn est égale à la
somme de A et de −A∗ divisé par deux :

Aantisym =
1

2
(A− A∗) .

Proposition 1.5.5.
A = Asym + Aantisym,

A∗sym = Asym,
A∗antisym = −Aantisym.

Proposition 1.5.6. La partie antisymétrique d’un opérateur linéaire A de Rn définit de
manière unique un vecteur v de Rn tel que

∀x ∈ Rn, Aantisymx = v ∧ x.

Par exemple dans R3, si v = (v1, v2, v3), on a

v ∧ x =

v2x3 − v3x2

v3x1 − v1x3

v1x2 − v2x1

 =

 0 −v3 v2

v3 0 −v1

−v2 v1 0

x1

x2

x3


1.6 Déterminant

1.6.1 Déterminant de n vecteurs de Rn

Le théorème suivant est également une définition :

Théorème 1.6.1. Soit E = R
n, et soit (x1, . . . , xn) une base de E. Il existe une unique

n-forme alternée définie sur En appelée déterminant telle que

det
(xi)

(x1, . . . , xn) = 1.

En désigne le produit d’espace E×E×· · ·×E (n fois). Le déterminant étant alterné
par définition, le déterminant de n vecteurs de E change de signe si on permute deux
vecteurs :

det
(xi)

(v1, . . . , vj, . . . , vk, . . . , vn) = − det
(xi)

(v1, . . . , vk, . . . , vj, . . . , vn).

Par conséquent, le déterminant de n vecteurs est nul si deux vecteurs sont égaux :

det
(xi)

(v1, . . . , vj, . . . , vj, . . . , vn) = 0.
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Plus généralement, si une famille de n vecteurs est lié, c’est-à-dire que au moins un
des vecteurs est une combinaison linéaire des autres, par linéarité le déterminant est né-
cessairement nul.

Réciproquement, si une famille est libre, son déterminant est une combinaison linéaire
non nulle du déterminant de la base. On énonce ainsi un critère pour déterminer si une
famille de n vecteur de E est une base de ou non :

Théorème 1.6.2. Une famille (v1, . . . , vn) de n vecteurs de E = R
n , est une base de E

si et seulement si
det
(xi)

(v1, . . . , vn) 6= 0.

Dans toute la suite, on définira toujours le déterminant rapporté à la base canonique de
E plutôt qu’une base quelconque. Ainsi le déterminant ne sera désigné que par le symbole
det.

1.6.2 Déterminant d’une matrice carré – Déterminant d’un opéra-
teur linéaire

Soit A une matrice n × n, elle est donc constitué de n colonnes de matrices n × 1,
chacune d’elles représentant un vecteurs de Rn (ou n’importe quel espace vectoriel de
dimension n). Ainsi on peut définir le déterminant d’une matrice par l’intermédiaire de
ses vecteurs colonnes :

Définition 1.6.3. Le déterminant d’une matrice carré est défini par le déterminant de ses
vecteurs colonnes.

Proposition 1.6.4. Soit I la matrice identité n× n, par définition det I = 1.

Proposition 1.6.5. Soit A une matrice carré n× n,

detA = detAt

Proposition 1.6.6. Soient A et B deux matrices n×n. Bien que A et B ne permutent pas
en général, on a

det(AB) = det(BA) = detA detB.

Cette dernière propriété permet de définir d’un opérateur linéaire : Soit f un opérateur
linéaire sur E et soit A une représentation matricielle de f dans une base (xi) et B la
représentation matricielle de f dans une autre base (y

i
). Par conséquent il existe une

matrice de passage P de la base (xi) vers la base (y
i
). Si bien que

detA = det(P−1BP ) = det(PP−1B) = detB.

Autrement dit, si on définit le déterminant d’un opérateur linéaire par le déterminant de
sa représentation matricielle dans une base, ce déterminant est indépendant du choix de
la base.
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Définition 1.6.7. Soit f un opérateur linéaire sur E et soit A une représentation matri-
cielle de f dans une base (xi)

det f = detA.

Théorème 1.6.8. Un opérateur linéaire est bijectif ou inversible si et seulement si son
déterminant est non nul.

1.6.3 Règles de calcul d’un déterminant – Développement suivant
une ligne ou une colonne

Soit A une matrice carré n × n dont les coefficients sont aij . On définit des sous-
matrices extraites de A utiles pour le calcul d’un déterminant :

Définition 1.6.9. On appelle mineur de aij dans A, le déterminant de la sous matrice
extraite de A ôtée de la i-ème ligne et la j-ème colonne. On le note ∆ij .

Définition 1.6.10. On note ComA, la matrice dont les composantes notées Aij sont les
cofacteurs de A :

Aij = (−1)i+j∆ij.

On dit que ComA est la matrice des cofacteurs de A.

Théorème 1.6.11. Soit A une matrice carré n× n dont les coefficients sont aij et soient
Aij ses cofacteurs.

On a alors le développement du déterminant suivant la i-ème ligne :

detA =
n∑
j=1

aijAij,

et le développement suivant la j-ème colonne :

detA =
n∑
i=1

aijAij.

Une conséquence immédiate est le calcul très simple du déterminant d’une matrice
triangulaire supérieure (resp. inférieure), i.e. une matrice dont les coefficients au dessous
(resp. au dessus) de la diagonale sont tous nuls :

Proposition 1.6.12. Soit A une matrice carré triangulaire, son déterminant est le produit
de ses coefficients diagonaux.

Proposition 1.6.13. Soit A une matrice 2× 2 de coefficients aαβ ,

detA =

∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21.
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Preuve : On vérifie aisément que la forme linéaire ainsi définie est alternée et satisfait
à det I = 1 où I désigne la matrice identité. Par définition, c’est le déterminant.

Ainsi pour calculer le déterminant d’une matrice 3 × 3 on peut développer suivant la
3-ème colonne (par exemple) :∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = (−1)1+3a13

∣∣∣∣a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣+(−1)2+3a23

∣∣∣∣a11 a12

a31 a32

∣∣∣∣+(−1)3+3a33

∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ .
On termine par une formule donnant l’inverse d’une matrice :

Théorème 1.6.14. Soit A une matrice carré n × n inversible, alors si A−1 désigne son
inverse on a

A−1 =
1

detA
Com At.

1.7 Éléments de théorie spectrale

1.7.1 Spectre d’un opérateur linéaire
Définition 1.7.1. Soit A un opérateur linéaire sur Rn, un scalaire λ ∈ Rn est une valeur
propre de A si il existe un vecteur non nul x tel que :

Ax = λx.

On dit alors que x est un vecteur propre associé à λ.

L’ensemble des valeurs réelles λ pour lesquels l’application [A−λI] est une bijection,
est appelé ensemble résolvant. Le complémentaire sur R de l’ensemble résolvant est le
spectre de A.

Remarque 2. Il est clair que l’ensemble des valeurs propres est contenu dans le spectre.
Cette inclusion est une égalité dans le cas où A opère sur un espace de dimension finie,
mais est stricte dans le cas général : Pensez à l’opérateur shift dans l’espace vectoriel des
suites numériques de carré sommable : 0 est dans le spectre mais n’est pas une valeur
propre !

Définition 1.7.2. Soit A un opérateur linéaire sur Rn, le le déterminant

PA(X) = det (A−XIn),

c’est un polynôme de degré n. On l’appelle polynôme caractéristique de A.

Le polynôme caractéristique est utile dans la détermination des valeurs propres d’un
opérateur linéaire :
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Proposition 1.7.3. Les racines du polynôme caractéristique d’un opérateur linéaire A
sont les valeurs propres de A.

Remarquons que les valeurs propres étant des racines d’un polynôme, il est tout à fait
possible qu’elles n’existent pas toutes dansR (c’est-à-dire que certaines sont complexes).

1.7.2 Réduction d’un opérateur linéaire
Définition 1.7.4. On dit qu’un opérateur linéaire sur Rn est diagonalisable si il existe
une base de vecteurs propres. Dans une telle base la représentation matricielle de A est
une matrice diagonale composée des valeurs propres de A.

Proposition 1.7.5. Soit A un opérateur linéaire surRn, et soient v1, v2, . . . , vn, une base
de vecteurs propres associées aux valeurs propres λi. Soit D la matrice, diagonale, dont
tous les coefficients sur la diagonale est constitués des valeurs propres λ1, λ2, . . . , λn et
dont tous les autres coefficients sont nuls. Alors D est la représentation matricielle de A
dans la base de vecteurs propres associée.

D =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . λn


Si de plus P est la matrice de passage d’une base p

1
, p

2
, . . . , p

n
vers la base de vec-

teurs propres v1, v2, . . . , vn, alors la représentation matricielle M de A dans la base
p

1
, p

2
, . . . , p

n
est donné par :

M = PDP−1.

En général, un opérateur linéaire (resp. une matrice carrée) n’est pas diagonalisable,
il suffit de penser aux cas de valeurs propres complexes. Il est cependant possible d’isoler
quelques cas où il est possible de diagonaliser :

Proposition 1.7.6. Soit A un opérateur linéaire sur E un espace vectoriel réel de dimen-
sion n. Si les valeurs propres sont toutes distinctes et réelles, alors A est diagonalisable.

Naturellement la proposition précédente n’est pas du tout une condition nécessaire, est
une application peut posséder des valeur propres multiples et être diagonalisable : pensez
à l’opérateur identité.

Terminons par deux résultats très importants :

Théorème 1.7.7. Il est toujours possible de trigonaliser un opérateur linéaire dans C
(resp. une matrice carrée).

Il s’en suit le théorème
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Théorème 1.7.8. Cayley-Hamilton – Soit A un opérateur linéaire sur Rn et PA son po-
lynôme caractéristique, alors PA(A) = 0.

En fait, la réduction d’un endomorphisme (un opérateur linéaire), s’applique égale-
ment lorsqu’on a pas diagonalisation : c’est la décomposition spectrale.

Théorème 1.7.9. Soit A un opérateur linéaire sur Rn. On suppose que le polynôme mi-
nimal de A est scindé (pas de racines complexes). Alors on peut décomposer A = D+N
où D est diagonale et N est nilpotente. De plus N et D commutent. Cette décomposition
est unique.

1.8 Cas des opérateurs auto-adjoint ou matrices symé-
triques

Le cas des matrices symétriques est très utile en mécanique et en mathématiques pour
l’ingénieur en général, puisque la plupart des objets rencontrés comme les formes d’éner-
gie de déformation élastique (tenseur des contraintes, des déformations) pourront être
représentées (dans leur version discrétisée) par de telles matrices, voir la méthode des
éléments-finis par exemple.

Commençons par un résultat fondamental concernant les matrices symétriques :

Théorème 1.8.1. Soit A un opérateur linéaire autoadjoint (i.e, symétrique) de Rn alors
toutes ses valeurs propres sont réelles et A est diagonalisable. De plus il existe une base
orthonormée de vecteurs propres.

Démonstration. Soit λ une valeur propre de A et soit v un vecteur propre associé. On a
alors que

(Av,Av) = λ2(v, v)

Autrement dit : λ2 ≥ 0, ce qui signifie que λ est nécessairement réel. On déduit que toutes
les valeurs propres sont réelles et donc que A est diagonalisable.

Soit deux vecteurs propres v1 et v2 associés respectivement aux valeurs propres λ1 6=
λ2. Alors, on a

(v1, v2) =
1

λ1

(Av1, v2)

=
1

λ1

(v1, A
>v2)

=
1

λ1

(v1, Av2)

=
λ2

λ1

(v1, v2)

Si bien que puisque λ1 6= λ2, alors nécessairement (v1, v2), c’est à dire qu’ils sont ortho-
gonaux.
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Définition 1.8.2. Soit A un opérateur linéaire sur Rn.
On dit que A est positive si ∀x ∈ Rn, A(x).x ≥ 0.
On dit que A est définie positive si il existe c > 0 telle que ∀x ∈ Rn, A(x).x ≥ c‖x‖.

Ainsi, soit v1, . . . , vn une base orthonormée de vecteurs propres associés aux valeurs
propres λi d’une matrice symétrique A. Alors pour tout v ∈ Rn, il existe une décomposi-
tion unique

v = αivi

de sorte que
(Av, v) = λiα

2
i , et (v, v) = αiαi = ‖v‖2

si bien que, si λmin et λmax désignent respectivment la plus petite et la plus grande des
valeurs propres de A,

λmin‖v‖2 ≤ (Av, v) ≤ λmax‖v‖2 (1.7)

d’où

Théorème 1.8.3. Soit A un opérateur linéaire sur Rn, A est définie positive si et seule-
ment si toutes ses valeurs propres sont strictement positives.

Des algorithmes de résolution de systèmes linéaires pour de telles matrices sont par-
ticulièrement efficaces à l’exemple de la méthode du gradient conjugué basé sur une mé-
thode de descente.

Terminons par un résultat d’optimisation quadratique fondamental :

Théorème 1.8.4. SoientA ∈ Rn×n une matrice symétrique, b ∈ Rn et soit la fonctionelle

J(v) =
1

2
(Av, v)− (b, v).

Alors le problème de minimisation J sur Rn×n est équivallent au problème linéaire

Av = b.

Si de plus A est définie positive, alors il existe une unique solution à ces problèmes.

1.9 Annexe : quelques preuves

1.9.1 Preuve du théorème 1.3.4
Supposons que X soit de dimension égale à n et soit (x1, . . . , xn) une base de X .

D’après la linéarité de A, l’image de A est engendré par le système de n vecteurs S =
(Ax1, . . . , Axn), on en déduit que S engendre X (autrement dit que A est surjectif) si S
est un système libre.
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Montrons que si A est injectif alors A est surjectif.
Si A est injectif, cela signifie que Ax = 0 =⇒ x = 0. Or si

i=n∑
i=1

αixi = 0

on a par linéarité de A

A

(
i=n∑
i=1

αixi

)
= 0 =⇒

i=n∑
i=1

αixi = 0

mais comme les xi sont une famille libre, on obtient que les coefficients αi sont nécessai-
rement tous nuls. Autrement dit que le système S est libre.

Réciproquement, montrons que si A est surjectif alors A est injectif.
Si A est surjectif cela signifie que le système S est libre. Alors si x =

∑
αixi annule

l’opérateur A : Ax = 0, alors par linéarité on a

0 = A(x) = A

(
i=n∑
i=1

αixi

)
=

i=n∑
i=1

αiA(xi)

mais puisque S est une famille libre, cela signifie que les coefficients αi sont tous nuls,
autrement dit que x est nécessairement nul, ce qui prouve que A est injectif.

1.9.2 Preuve du théorème 1.3.8
— Soit x un vecteur tel que ‖x‖ = 1. x se décompose dans la base canonique sous la

forme

x =
i=n∑
i=1

αiei.

Puisque ‖x‖ =
(∑i=n

i=1 α
2
i

)1/2

= 1. On a alors nécessairement |αi| ≤ 1, d’où

‖Ax‖ = ‖
i=n∑
i=1

αiA(ei)‖ ≤
i=n∑
i=1

|αi| ‖Aei‖ ≤
i=n∑
i=1

‖Aei‖ ≤ n < +∞

Puisque nous avons pour tout x, y ∈ Rn, ‖Ax− Ay‖ ≤ ‖A‖‖x− y‖, on en
déduit l’uniforme continuité.

— De la linéarité de A, nous obtenons facilement

‖(A+B)x‖ ≤ ‖A(x) +B(x)‖ ≤ ‖A(x)‖ + ‖B(x)‖ ≤ (‖A‖ + (‖B‖)‖x‖
de même

‖αA(x)‖ = |α| ‖x‖.
— Enfin, on a

‖(BA)x‖ ≤ ‖B(Ax)‖ ≤ ‖B‖‖Ax‖ ≤ ‖B‖‖A‖‖x‖
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1.9.3 Preuve de la proposition 1.4.4
Soit x ∈ X , de coordonnées αi dans la base (x1, . . . , xn), d’après l’inégalité de

Schwarz on a

‖A(x)‖2 =
m∑
i=1

(
n∑
j=1

aijαj

)2

≤
m∑
i=1

(
n∑
j=1

a2
ij

n∑
k=1

α2
k

)
≤
∑
i,j

a2
ij‖x‖

2.
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CHAPITRE 2

Calcul différentiel

On connaît bien depuis le secondaire la notion de fonction réelle définie sur un in-
tervalle. L’étude d’une fonction consiste généralement dans l’étude de sa continuité, de
sa dérivabilité ou de son taux de croissance. Dans cette section, on étend ces notions
aux fonctions de plusieurs variables, c’est-à-dire des applications définies sur des parties
(ouvertes) de Rm à valeurs dans Rn.

2.1 Éléments de topologie métrique
Le titre de cette section est trompeur, il ne s’agit ici que de rappeler quelques défi-

nitions usuelles en topologie métrique, il n’y a aucune propriété énoncée. Il s’agit pour
l’essentiel de donner un sens à la notion de convergence pour des objets autre que des
scalaires...

Rappelons que dans Rn, un ouvert O est une partie de Rn telle que pour tout élément
x0 de O, la boule (fermée) de centre x0 et de rayon ε > 0,

B(x0, ε) = {x ∈ Rn, tel que |x0 − x| ≤ ε},

soit incluse dans O pour tout ε suffisamment petit.
Par ailleurs un ensemble sera dit fermé si son ensemble complémentaire est ouvert.

Autrement dit, une partie deRn est ouverte si elle ne contient aucun point de sa frontière,
tandis qu’une partie de Rn est fermée si elle contient tous les points de sa frontière. On
remarquera, qu’au contraire d’une porte, un ensemble peut être ni ouvert ni fermé.
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La raison pour laquelle le calcul différentiel se fait sur des ensembles ouverts est, di-
sons, technique. Il s’agit pour l’essentiel d’éliminer des petites subtilités pouvant survenir
sur le bord des ensembles considérés (par exemple la notion de continuité à gauche ou à
droite dans le cas d’une fonction d’une variable réelle). Il n’y a donc pas lieu d’insister
trop sur cet aspect de la théorie dans un premier temps.

Dans toute la suite, la norme d’un vecteur x de Rn est la norme euclidienne usuelle,
si

x =
n∑
i=1

xiei

les {ei} désignant la base canonique de Rn, alors

‖x‖ =

√√√√ n∑
i=1

(xi)2.

Il est facile de vérifier que cette norme satisfait aux conditions définissant une norme :

‖x+ y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖,
‖λx‖ = λ‖x‖,
‖x‖ = 0⇔ x = 0.

Définition 2.1.1. On dira d’un élément (ou vecteur) x deRn qu’il converge vers un autre
élément x0 de Rn si la norme de la différence x0 − x tend vers 0 :

x −→ x0 ⇔ ‖x0 − x‖ −→ 0.

Définition 2.1.2. Une suite xn de Rn est une suite de Cauchy si et seulement si

lim
n,m→+∞

‖xn − xm‖ = 0.

Par ailleurs, on est amené à utiliser souvent la notion de reste négligeable, notés petit
o et grand O dans le sens où

lim
‖h‖→0

O(h) = 0,

lim
‖h‖→0

o(h)

‖h‖
= 0.

Remarque 3. Les notions de convergences et de suite de Cauchy, présentées ici, se géné-
ralisent sans modification à tout espace vectoriel de dimension finie ou non, muni d’une
norme.

c©Daniel Choï 2003- 37 Université de Caen



Mathématiques pour l’ingénieur

2.2 Fonctions continues de plusieurs variables
Revenons tout d’abord au cas où les fonctions sont définies surRn (ou sur des ouverts

de Rn) dans le cas familier où n = 1 afin d’y jeter un nouveau regard.
Si f est une fonction à valeurs réelles définie sur un intervalle ouvert ]a, b[ de R et si

x0 ∈]a, b[ alors

Définition 2.2.1. On dit que f est continue en x0 si

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Remarquons ici que la notion x tends vers x0 naturelle dansR ne l’est plus si x désigne
des objets abstraits, d’où la nécessité d’une topologie.

On va voir qu’il est possible de reformuler cette définition de façon “légèrement” plus
abstraite afin de la généraliser : On peut dire que f est continue en x0 si ∀ε > 0,∃η >
0 tel que

|x0 − x| ≤ η ⇒ |f(x0)− f(x)| ≤ ε

autrement dit f est continue en x0 si

f(x) = f(x0) +O(|x− x0|).

Pour plus d’informations sur la notion d’ensemble ouvert, on peut consulter les ma-
nuels de topologie élémentaire ; il est conseillé de se limiter à la topologie métrique dans
un premier temps. Il faut savoir que même si la topologie est une science trop abstraite
pour ce cours, elle est une base fondatrice du calcul différentiel et donc de toutes les
mathématiques appliquées faisant intervenir des équations aux dérivées partielles, et en
premier lieu la mécanique. En fait, on utilise la topologie sans le savoir, un peu comme
M. Jourdain.

2.3 Fonction différentiable – Application dérivée

2.3.1 Cas des fonctions réelles définie sur un intervalle réel
De façon classique on la définition pour une fonction d’une variable réelle à valeur

dans R :
On dit que f est dérivable en x0 s’il existe un réel f ′(x0) défini par

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
.

Cependant, comme pour la continuité, on va adopter une autre présentation de la défi-
nition afin de la généraliser
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Définition 2.3.1. On dit que f est dérivable en x0 s’il existe un réel f ′(x0) tel que

f(x0 + h)− f(x0) = f ′(x0)h+ o(h)

le “reste” o(h) étant négligeable dans le sens que

lim
h→0

o(h)

h
= 0.

On remarque que la quantité f(x0 + h)− f(x0) s’exprime comme la somme d’une appli-
cation linéaire qui à h associe f ′(x0)h et d’un reste négligeable. On peut donc considérer
la dérivée de f au point x0 non seulement comme un réel mais également comme un opé-
rateur linéaire sur R qui à h associe f ′(x0)h (en fait cette considération a été établi à
partir de la bijection naturelle entre R et L(R)).

C’est cette définition qu’il faudra retenir. En général, les étudiants ont beaucoup de
mal à oublier la définition qu’ils ont apprise dans le Secondaire valable uniquement pour
les fonctions réelles d’une variable réelle, et ils l’utilisent sans scrupule même s’il n’a
plus de sens comme c’est le cas pour tout les autres cas de fonctions. Il va sans dire que
ce genre d’erreurs coûte quelques points aux examens ;-)

2.3.2 Cas général
Considérons maintenant une fonction f définie sur un intervalle ]a, b[ de R à valeurs

dans Rm. Rappelons que cela signifie que f(x) = (f1(x), . . . , fm(x)) ou encore, si on
représente une base canonique de Rm par {u1, . . . , um} :

f(x) = f1u1 + · · ·+ fmum.

En un point x0 ∈]a, b[, la dérivée de f en x0, noté f ′(x0), est défini comme le vecteur
de Rm (si il existe) tel que

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
ou plutôt f(x0 + h)− f(x0) = f ′(x0)h+ o(h).

Soulignons encore que l’égalité précédente est vectorielle :

f ′(x0) = f1(x0)u1 + · · ·+ fm(x0)um,

et donc peut également s’écrire sous forme matricielle dans la base canonique :f1(x0 + h)
...

fm(x0 + h)

−
f1(x0)

...
fm(x0)

 =

f ′1(x0)
...

f ′m(x0)

+ o(h),

ou encore sous forme vectorielle :
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Définition 2.3.2. f est dérivable en x0 si et seulement si il existe un vecteur f ′(x0) tel
que :

f(x0 + h)− f(x0) = f ′(x0)h+ o(h),

La dérivée de f en x0 apparaît non seulement comme un vecteur de Rm mais égale-
ment comme une application linéaire de R dans Rm qui associe à tout réel h le vecteur
f ′(x0)h (il s’agit là de la bijection naturelle entre Rm et L(Rm,R)).

On va maintenant généraliser ces notions.

Définition 2.3.3. Soit f une application (on ne dit plus fonction ?) d’un ouvert Ω de E =
R
n dans F = Rm. On dit que f est différentiable en un point x ∈ Ω, x = (x1, . . . , xn), si

il existe une application linéaire de Rn dans Rm, notée f ′(x0) telle que

f(x0 + h) = f(x0) + f ′(x0)(h) + o(h) = 0

où le “reste” o(h) est cette fois-ci négligeable au sens que

lim
h→0

‖o(h)‖
‖h‖

= 0.

On dit alors que f ′(x0) est la différentielle (on ne dit plus dérivée ?) de f en x et on
également parfois

f ′(x) = df
x
.

Ainsi, si f est différentiable sur un ouvert Ω, alors pour tout x ∈ Ω,

f ′(x) ∈ L(E,F ) = L(Rn,Rm),

i.e. la différentielle de f en x est une application linéaire de Rn (tout entier) dans Rm

mais on peut remarquer que f ′ est une application de Ω vers L(Rn,Rm).

Remarque 4. Pour des raisons, disons pédagogiques, nous nous sommes limités dans le
cadre de ces rappels aux fonctions définies sur des parties de Rn à valeurs dans Rm.
Mais, tout ce qui suit est également valable si on remplace les Rn et Rm par des ob-
jets “plus abstraits” que sont les espaces de Banach (i.e. des espaces normés complets)
qu’on pourrait noter également E et F . Les énoncés et les démonstrations demeurant
strictement identiques.

Remarque 5. On parle également d’application tangente pour désigner la différentielle
en un point.

Théorème 2.3.4. Soit f une application d’un ouvert Ω deRn dansRm. Si f est différen-
tiable en x ∈ Ω, alors sa différentielle est unique.
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Démonstration. Supposons qu’on ait, avec t ∈ R,

f(x+ th) = f(x) + df1th+ o(th) et f(x+ th) = f(x) + df2th+ o(th)

Alors on obtient en effectuant la différence :

(df1 − df2)th = o(th) = t2o(h)

d’où pour tout t
(df1 − df2)h = to(h)

c’est à dire
(df1 − df2)h = 0

Quelques remarques

1. Si f est différentiable en x alors f est nécessairement continue en x (exercice).

2. La différentielle notée f ′(x) ou df
x

est appelée parfois dérivée totale de f en x,
afin de la distinguer des dérivées partielles.

3. Si A ∈ L(Rn,Rm) et si x ∈ Rn alors

A′(x) = A

Autrement dit, une application linéaire est sa propre différentielle. Remarquez que
x apparaît explicitement dans le premier membre mais pas dans le second : c’est
parce que la fonction dérivée d’une application linéaire est constante (indépen-
dance par rapport au “point” où on dérive.

Théorème 2.3.5. Règle de composition – Soit f une application d’un ouvertO ⊂ Rn vers
R
m différentiable en un point x0 de O et g une application d’un ouvert de Rm contenant

f(O) vers Rk différentiable en f(x0). Alors l’application, composé de f par g, F de
O ⊂ Rn vers Rk définie par

F (x) = g ◦ f = g(f(x))

est différentiable en x0 et
F ′(x0) = g′(f(x0))f ′(x0).

Remarquer que le second membre est le produit de deux applications linéaires :
g′(f(x0)) ∈ L(Rm,Rk) et f ′(x0) ∈ L(Rn,Rm) ; on a bien que F ′(x0) ∈ L(Rn,Rk).
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Démonstration.

F (x0 + h) = g(f(x0 + h))

= g(f(x0) + f ′(x0)h+ o(h))

= F (x0) + g′(f(x0))f ′(x0)h+ o(f ′(x0)h+ h)) + o(h))

= F (x0) + g′(f(x0))f ′(x0)h+ o(h)

= F (x0) + F ′(x0) + o(h)

2.3.3 Matrice Jacobienne et dérivées partielles
Puisque la différentielle de f en un point est une application linéaire de Rn vers Rm,

on peut la représenter sous forme matricielle. Plus précisément par une matrice n × m.
Soient (e1, . . . , en) et (u1, . . . , um) les bases canoniques des espaces Rn et Rm respecti-
vement :

x = x1e1 + · · ·+ x1en
f(x) = f1(x)u1 + · · ·+ fm(x)um.

Définition 2.3.6. La représentation matricielle de la différentielle de f dans ces bases
canoniques est la matrice Jacobienne. Usuellement, elle est notée J(f) ou encore Jf .

Définition 2.3.7. Soit xj la j-ème variable de Rn, la dérivée partielle de f par rapport à
xj est la dérivée de f par rapport à xj , les autres variables étant considérées fixes. On la
note :

∂f

∂xj
=
∂f1

∂xj
u1 + · · ·+ ∂fm

∂xj
um.

On peut remarquer qu’on a encore

∂f

∂xj
(x) = lim

t→0

f(x+ tej)− f(x)

t
, ou plutôt f(x+ tej)− f(x) =

∂f

∂xj
(x)t+ o(t).

Proposition 2.3.8. Si f est différentiable en x et si a = (a1, . . . , an) ∈ Rn, alors toutes
les dérivées partielles existent et

f ′(x)a = a1

∂f(x)

∂x1

+ · · ·+ an
∂f(x)

∂xn
.

Attention : la réciproque n’est pas vrai : On peut construire une fonction dont les
dérivées partielles existent et sont continues mais qui n’est pas elle même différentiable.

On note aussi parfois :

df =
∂f

∂x1

dx1 + · · ·+
∂f

∂xn
dxn.
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Théorème 2.3.9. La composante de la i-ème ligne et de la j-ème colonne de la matrice
Jacobienne est la dérivée partielle de la i-ème composante de f par rapport à la j-ème
variable. On note :

Jij =
∂fi
∂xj

.

ou encore

(J) =



∂f1
∂x1

· · · ∂f1
∂xj

· · · ∂f1
∂xn

...
...

...
∂fi
∂x1

· · · ∂fi
∂xj

· · · ∂fi
∂xn

...
...

...
∂fm
∂x1

· · · ∂fm
∂xj

· · · ∂fm
∂xn

 .

Autrement dit : la j-ème colonne de la matrice Jacobienne est la dérivée partielle de f par
rapport à la j-ème variable xj .

2.4 Gradient, divergence, rotationnel

2.4.1 Gradient
La matrice Jacobienne étant relative aux bases canoniques, il est important, afin de

faire du calcul dans des bases autres que les canoniques (telles que les coordonnées cy-
lindriques...), de se rappeler l’objet intrinsèque dont elle est le représentant. Il s’agit du
gradient de f , qui n’est autre que l’application dérivée :

f ′(x)a = ∇f(x) a,

mais qui est aussi parfois défini par

df = ∇f dx.

ou encore si les ej désignent une base fixe et si les x se décomposent dans cette base :

∂f

∂xj
(x) = ∇f(x) (ej).

Ainsi la représentation matricielle du gradient de f dans les bases canoniques est la ma-
trice Jacobienne.

2.4.2 Divergence
Dans le cas particulier où n = m, la matrice Jacobienne est une matrice carré. On

peut alors définir de nouveaux opérateurs voir le paragraphe 4.4 sur la divergence dans le
chapitre sur le théorème de Stokes :
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Proposition 2.4.1. L’opérateur divergence est la trace du gradient :

div f = tr(∇f ).

2.4.3 Rotationnel
Toujours dans le cas où n = m,

Proposition 2.4.2. Le rotationnel de f , noté −−→rotf , est le vecteur associé à la partie
antisymétrique du gradient de f . Dans R3, on a :

[
−−→
rotu] =

u3,2 − u2,3

u1,3 − u3,1

u2,1 − u1,2

 .
2.4.4 Quelques remarques et propriétés des opérateurs différentiels
Remarque 6. Dans la littérature mathématique, le gradient d’une fonction scalaire à plu-
sieurs variables est souvent représentée par un vecteur, ainsi si f(x) = f(x1, . . . , xn) ∈
R, le gradient est défini par

f ′(x)h = (∇f(x), h)

= ∇f(x) · h
= [∇f(x) ]⊥[h]

si bien qu’il est noté

∇f(x) =


∂f
∂x1
...
∂f
∂xn


Cependant, cette notation n’a plus de sens lorsque la fonction f est vectorielle.

Remarque 7. L’opérateur divergence est parfois noté (sur wikipédia, dans de nombreux
livres, surtout en physique) comme un produit scalaire par un pseudo vecteur ∇, mais
c’est un abus d’écriture : cette notation n’est pas une définition et ne peut pas s’étendre
à d’autres objets que des fonctions vectorielles, notamment la divergence d’un tenseur si
importante en Mécanique.

Terminons ce paragraphe par quelques propriétés sur la divergence et le rotationnel :

Proposition 2.4.3. Pour tout champ de vecteur défini sur Ω ⊂ R3 à valeur dans R3 :
−−→
rot∇f = 0div

−−→
rotu = 0 (2.1)

(
−−→
rotu) ∧ u = u.∇u− 1

2
∇(u2) (2.2)

−−→
rot
−−→
rotu = ∇div u−∆u. (2.3)
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Théorème 2.4.4. Si un champ de vecteur u, défini de Ω ⊂ Rn à valeur dans Rn, est tel
que −−→rotu = 0 alors il existe une fonction scalaire f définie sur Ω telle que

u = ∇f .

On dit que u dérive d’un potentiel.

De façon analogue, on a

Théorème 2.4.5. Si un champ de vecteur u, défini de Ω ⊂ Rn à valeur dans Rn, est tel
que div u = 0 alors il existe un champs v tel que

u =
−−→
rotv.

2.5 Dérivation le long d’une courbe – Dérivation partielle
dans une direction

Soit C une courbe de Rn, c’est à dire l’image dans Rn d’une application c définie
sur un intervalle ]a, b[⊂ R. Pour fixer les idées on peut prendre n = 2 ou encore n = 3
(courbe dans le plan, l’espace...).

Soit O un ouvert de Rn contenant la courbe C et soit f comme précédemment, une
application de Rn vers Rm.

Définissons l’application composée g de ]a, b[ vers Rm :

g(t) = c ◦ f(t) = f(c(t))

D’après le théorème de composition, on a

g′(t) = ∇f(c(t)) c′(t),

où c′(t) = c′1(t)u1 + · · ·+ c′m(t)um.
g′(t) représente la dérivée de f le long de la courbe C. Cela nous permet également de

définir la dérivée dans une direction y :
En prenant c = x+ ty, on a c′(t) = y. D’où, d’après la proposition précédente :

g′(0) = ∇f(x) y.

ou encore

∇f(x) y = lim
t→0

[
f(x+ ty)− f(x)

t

]
.

Cette dernière limite étant la dérivée partielle de f suivant le vecteur unitaire y au point
x.
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2.6 Fonction dérivée
Soit f une application d’un ouvert Ω de Rn dans Rm différentiable en tout x ∈ Ω.

Alors l’application dérivée de f est l’application qui à tout x ∈ Ω associe f ′(x), la diffé-
rentielle de f en x.

2.7 Dérivée seconde
Soit f une application d’un ouvert O ⊂ E vers F où comme précédemment E et F

désignent respectivement Rn et Rm (ou encore tout espaces de Banach).
On a vu que la différentielle (ou application dérivée) de f en un point x de O est une

application linéaire de E vers F :

f ′(x) ∈ L(E,F ) f ′ : O ⊂ E 7−→ L(E,F ).

Ainsi, en réapplicant la définition de différentielle à f ′, on a :

f ′′(x) ∈ L(E,L(E,F )) ' L(E × E,F ).

f ′′(x) apparaît donc comme une application bilinéaire.
Puisque E = Rn, f ′ se décompose en dérivées partielles :

f ′(x).(h) = f ′(x).(h1, . . . , hn) =
n∑
j=1

∂f

∂xj
.hj

Il en est de même pour l’application dérivée seconde :

f ′′(x).(h)) =
n∑
j=1

∂f ′

∂xj
.hj

Ainsi,

f ′′(x).(h).(k) =
n∑
j=1

∂f ′(x)

∂xj
.hj.(k)

et finalement

f ′′(x).(h).(k) =
n∑

i,j=1

∂2f(x)

∂xi∂xj
.hj.ki ∈ F.

Théorème 2.7.1. Si f une application d’un ouvertO ⊂ E vers F est une application deux
fois différentiable en x alors la dérivée seconde est une application bilinéaire symétrique :

∀h, k ∈ E f ′′(x).(h).(k) = f ′′(x).(k).(h).

c©Daniel Choï 2003- 46 Université de Caen



Mathématiques pour l’ingénieur

C’est un résultat non-trivial (excellent exercice en calcul différentiel) mais qui donne
immédiatement le

Corollaire 2.7.2. Théorème de Schwarz – Si f une application d’un ouvert O ⊂ E vers
F est une application deux fois différentiable en x alors

∂2f(x)

∂xi∂xj
=
∂2f(x)

∂xj∂xi
.

Ces résultats s’étendent à toutes les dérivées successives.

2.8 Principaux théorèmes sur les fonctions de plusieurs
variables

Dans cette section, on énonce divers résultats théoriques fondamentaux en calcul dif-
férentiel. Cependant ces résultats ne sont pas nécessaire au niveau de la Licence de Mé-
canique.

Définition 2.8.1. On dit qu’un application différentiable f d’un ouvert O un ouvert de
R
n vers Rm est continûment différentiable sur O si f ′ est une application continue de O

vers L(Rn,Rm). On dit alors que f est de classe C1, ce qu’on écrit f ∈ C1(O).

Théorème 2.8.2. Soit f une application d’un ouvertO deRn versRm. Alors f ∈ C1(O)
si et seulement si toutes les dérivées partielles existent et sont continues sur O .

Théorème 2.8.3. Théorème de la Moyenne – Soit f une fonction continue et dérivable
sur un intervalle [a, b]. Si la fonction dérivée f ′ est continue, alors il existe c ∈ [a, b] telle
que f(b)− f(a) = (b− a)f ′(c).

Lemme 2.8.4. Théorème du point fixe – Soit ϕ une application deE dans F , deux espaces
de Banach. Si ϕ est contractante, alors ϕ possède un unique point fixe.

Cette partie est à compléter

2.9 Formule de Taylor

Théorème 2.9.1. Soit f une fonction k-fois différentiable en x0 ∈ Ω ⊂ Rn à valeur dans
R
m, alors pour tout h ∈ Rn :

f(x0 + h) = f(x0) + f ′(x0)h+
1

2
f ′′(x0)h.h+ · · ·+ 1

k!
f (k)(x0)(h)k + o(hk)
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où f (k)(x0)(h)k signifie f (k)(x0)h . . . h︸ ︷︷ ︸
k fois

.

Démonstration. Il suffit d’appliquer la formule de Taylor à la fonction g(t) = f(x0 + th)
en t=0, et montrer que

g(k)(0) = f (k)(x0)(h)k.

2.10 Coordonnées cylindriques et sphériques
Nous terminons ce chapitre sur le calcul différentiel par des expressions particulière-

ment utiles en Mathématiques appliquées, les expressions des différents opérateurs diffé-
rentiels en coordonnées cylindriques et en coordonnées sphériques.

2.10.1 Expressions en coordonnées Cylindriques

Plaçons dans E = R
3 et désignons par (x1, x2, x3) vecteur de la base canonique de

R
3 et désignons par O le point (0,0,0). Tout point M de E peut être défini par son vecteur

position OM , dont on donne les coordonnées dans la base canonique :

OM = x1x1 + x2x2 + x3x3,

notation que l’on préfère à :

OM = xx1 + yx2 + zx3.

On définit les coordonnées cylindriques par

r =
√
x2

1 + x2
2, θ = arctan

x2

x1

, x3 = x3.

Alors le vecteur position se ré écrit :

OM = rer + x3x3,

où
er = cos θx1 + sin θx2.

En associant de plus le vecteur
eθ = x3 ∧ er,

on aura défini une base (er, eθ, x3) orthonormée de E, appelé base base cylindrique. Les
coordonnées (r, θ, x3) sont les coordonnées cylindriques de M .
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2.10.1.1 Cas d’une fonction à valeur réelle

Considérons maintenant une fonction f définie sur une partie de R3, adoptons la no-
tation abusive :

f(x1, x2, x3) = f(r, θ, x3).

Nous notons également le produit scalaire de deux vecteurs (colonnes) indifféremment
des trois manières suivantes :

u · v
[u]⊥[v]

(u, v)

Rappelons nous que nous avions identifié

∂f

∂x1

(x1, x2, x3) = lim
h→0

f(x1 + h, x2, x3)− (x1 + h, x2, x3)

h
= ∇f · x1,

puisque la variation de (x1 + h, x2, x3) à (x1 + h, x2, x3) est hx1.
Le problème avec les coordonnées cylindriques est que si la variation de (r+δr, θ, x3)

à (r, θ, x3) est bien de δrer, ce qui entraîne

∂f

∂r
(r, θ, x3) = lim

h→0

f(r + h, θ, x3)− f(r, θ, x3)

h
= ∇f · er,

en revanche la variation de (r, θ + δθ, x3) à (r, θ, x3) n’est malheureusement pas δθeθ, ce
qui signifie que

∂f

∂θ
(r, θ, x3) = lim

h→0

f(r, θ + h, x3)− f(r, θ, x3)

h
6= ∇f · eθ.

Plus précisément, si M est un point de coordonnées cylindrique (r, θ, x3), et M ′ un point
de coordonnées (r, θ + δθ, x3) alors la variation MM ′ est en fait :

MM ′ = rδθeθ.

D’où nous avons :
∂f

∂θ
(r, θ, x3) = ∇f · reθ,

autrement dit les composantes cylindriques de∇f sont :

∇f =
∂f

∂r
er +

1

r

∂f

∂θ
eθ +

∂f

∂x3

x3.

ou encore

[∇f ]cylindrique =


∂f

∂r
1

r

∂f

∂θ
∂f

∂x3

 =

 f,r
1
r
f,θ
f,3

 .
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2.10.1.2 Cas d’une fonction vectorielle

Considérons maintenant une fonction f définie sur une partie de R3, et à valeur dans
R

3 adoptons également la notation abusive :

f(x1, x2, x3) = f(r, θ, x3).

On décomposera f dans les coordonnées cylindriques par

f(r, θ, x3) = frer + fθeθ + f3x3.

D’après leur définition, il est facile de voir que
∂er
∂r

= 0,
∂eθ
∂r

= 0,
∂x3

∂r
= 0,

∂er
∂x3

= 0,
∂eθ
∂x3

= 0,
∂x3

∂x3

= 0,

∂er
∂θ

= eθ,
∂eθ
∂θ

= −er,
∂x3

∂θ
= 0.

Ainsi,
∂f

∂r
= ∇f er = fr,rer + fθ,reθ + f3,rx3,

∂f

∂θ
= ∇f reθ = (fr,θ − fθ)er + (fθ,θ + fr)eθ + f3,θx3,

∂f

∂x3

= ∇f x3 = fr,3er + fθ,3eθ + f3,3x3.

On en déduit alors l’expression du gradient d’une fonction vectorielle en composantes
cylindriques :

∇f =

 fr,r
1
r
(fr,θ − fθ) fr,3

fθ,r
1
r
(fθ,θ + fr) fθ,3

f3,r
1
r
f3,θ f3,3

 .

La divergence étant la trace du gradient, on a :

div f = fr,r +
1

r
(fθ,θ + fr) + f3,3

D’où le Laplacien d’une fonction scalaire en coordonnées cylindriques

∆f = f,rr +
1

r
(
1

r
f,θθ + f,r) + f,33.

Le rotationnel étant le vecteur associé à la partie antisymétrique du gradient, on a

−−→
rotf =


1

r
f3,θ − fθ,3

fr,3 − f3,r

fθ,r −
1

r
(fr,θ − fθ)

 .
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2.10.2 Expressions en coordonnées sphériques
C’est la même chose qu’en cylindrique, sauf qu’il y a encore plus de calcul à faire :-((
Si f est une fonction scalaire :

∇f = (fr,
1

r
fθ,

1

r sin θ
fφ)

si f est une fonction vectorielle :

∇f =

 fr,r
1
r
(fr,θ − fθ) 1

r sin θ
(fr,φ + fφ)

fθ,r
1
r
(fθ,θ + fr)

1
r sin θ

fθ,φ − cot θ
r
fφ

fφ,r
1
r
fφ,θ

1
r sin θ

fφ,φ + fr+cot θfθ
r

 .

A compléter ... par le lecteur;-p

2.11 Extrema d’une fonctions différentiable
Le calcul des variations et les conditions d’optimalité mériterait un chapitre entier : à

défaut de l’avoir rédigé, signalons le minimum syndical :

Théorème 2.11.1. Soit f une fonction deux fois différentiable dans Ω ⊂ R
n à valeur

dans R, f possède un minimum local en x0, i.e. il existe r > 0 tel que

f(x0) ≤ f(x) ∀x ∈ B(x0, r) ⊂ Ω,

si et seulement si :

1. f ′(x0) = 0,

2. f ′′(x0) ≥ 0.

Démonstration. Soit x ∈ x ∈ B(x0, r), alors pour tout t ∈ [0, 1], x0 + t(x − x0) ∈
B(x0, r). Si bien que

f(x0) ≤ f(x0 + t(x− x0)

≤ f(x0) + tf ′(x0)(x− x0) + o(t)

=⇒
0 ≤ tf ′(x0)(x− x0) + o(t)

=⇒
0 ≤ f ′(x0)(x− x0)

De même en prenant t ∈ [−1, 0[, on a de même

0 ≥ f ′(x0)(x− x0)
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d’où la condition d’Euler
f ′(x0) = 0.

Reprenons, nous avons

f(x0) ≤ f(x0) + tf ′(x0)(x− x0) +
t2

2
f ′′(x0)(x− x0)2 + o(t2)

=⇒
0 ≤ f ′′(x0)(x− x0)2

d’où
f ′′(x0) ≥ 0

La réciproque est immédiate.

2.11.1 Dérivation d’une fonctionelle d’énergie
En mécanique et bien souvent en science de l’ingénieur, nous rencontrons des fonc-

tionnelles d’energies, c’est à dire des fonctions définies sur un espace de Banach E et à
valeur dans R. Ce sont souvent des fonctionnelles quadratiques, c’est à dire basé sur un
produit scalaire.

J(x) =
1

2
(Ax, x)− (b, x) + c

où A peut représenter un opérateur borné ou non, auto-adjoint ou non.
On peut voir que J est dérivable, pour tout h ∈ E :

J(x+ h) =
1

2
(Ax+ h, x+ h)− (b, x+ h) + c

=
1

2
(Ax, x)− (b, x) + c+

1

2
[(Ax, h) + (h,Ax)] +

1

2
(Ah, h)

= J(x) +
1

2
([A+ A>]x− b, h) +

1

2
(Ah, h)

d’où on déduit

J ′(x) =
A+ A>

2
x− b

et même
J ′′(x) = A.
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CHAPITRE 3

Intégrale de Riemann

On se propose dans cette section de rappeler la définitions et les principales propriétés
de l’intégrale de Riemann. Ce sont des résultats et définitions qui sont connus depuis le
Secondaire, mais une mise au point sur cette théorie est utile en vue du théorème de Stokes
ou de la théorie de Lebesgue. On notera qu’il n’existe pas à proprement parler d’une
définition de l’intégrale, il y en existe plusieures : intégrales de Riemann, de Stieljes, de
Lebesgue. On parle plutôt de notion d’intégrale.

3.1 Définition de l’intégrale de Riemann

Soit [a, b] un intervalle deR et soit {x0, . . . , xn+1} une subdivision ordonnée de [a, b] :

a = x0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xn+1 = b

On supposera de plus que maxk(xk+1 − xk) tends vers 0 lorsque n tends vers l’infini.
On pose pour toute fonction f définie sur [a, b] :

In(f) =
n∑
k=0

sup
x∈[xk,xk+1]

f(x)(xk+1 − xk)

In(f) =
n∑
k=0

inf
x∈[xk,xk+1]

f(x)(xk+1 − xk)
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Définition 3.1.1. Soit f une définie sur [a, b], on dit qu’elle est Riemann-intégrable si
pour toute subdivision ordonnée,

lim
n→∞

In(f) = lim
n→∞

In(f)

On note alors l’intégrale de f sur [a, b] par∫ b

a

f(x)dx = lim
n→∞

In(f) = lim
n→∞

In(f).

Théorème 3.1.2. Une condition suffisante pour qu’une fonction soit Rieman-intégrable
est qu’elle soit continue, ou continue par morceaux.

3.2 Principales propriétés
Proposition 3.2.1. Si f et g sont Riemann-intégrables alors f + g l’est également.

Proposition 3.2.2. Si f et g sont Riemann-intégrables alors fg l’est également.

Proposition 3.2.3. Si f(x) ≤ g(x) ∀x ∈ [a, b] alors∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ b

a

g(x)dx.

Proposition 3.2.4. Relation de Chasles – Si f est Riemann-intégrable sur I ⊂ R,∫ b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx ∀a, b, c ∈ I

Proposition 3.2.5. Si f et g sont Riemann-intégrables sur [a, b] et que c est une constante,
alors ∫ b

a

cf(x)dx = c

∫ b

a

f(x)dx∫ b

a

(f(x) + g(x))dx =

∫ b

a

f(x)dx+

∫ b

a

g(x)dx

On retiendra en particulier que l’opérateur intégrale est une forme linéaire sur l’en-
semble des fonctions Riemann-intégrables.

Proposition 3.2.6. Si |f | est Riemann-intégrable sur [a, b] alors,∣∣∣∣∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(x)| dx

On retiendra tout particulièrement le résultat fondamental :

Théorème 3.2.7. Changement de variable – Soit f une fonction Riemann-intégrable sur
[a, b] et ϕ une fonction dérivable définie sur [A,B] et telle que ϕ(A) = a et ϕ(B) = b∫ b

a

f(x)dx =

∫ B

A

f(ϕ(y))ϕ′(y)dy
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3.3 Intégration et dérivation
Proposition 3.3.1. soit f une fonction Riemann-intégrable et soit F la fonction définie
par

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt

Alors, F est une fonction continue et dérivable : on a de plus F ′(x) = f(x).

Théorème 3.3.2. Théorème fondamental – Soit f une fonction Riemann-intégrable sur
[a, b], si F ′(x) = f(x), alors

F (b)− F (a) =

∫ b

a

f(x)dx

Corollaire 3.3.3. Intégration par partie – Soient u et v deux fonctions dérivables sur
[a, b].

u(b)v(b)− u(a)v(a) =

∫ b

a

u′(x)v(x)dx+

∫ b

a

v′(x)u(x)dx

3.4 Formule intégrale de Taylor

Théorème 3.4.1.

f(x0+h) = f(x0)+f ′(x0)h+
1

2
f ′′(x0)h.h+· · ·+ 1

n
f (n)(x0)(h)n+

∫ 1

0

(1− t)n

n!
f (n+1)(x0+th)(h)n+1dt

3.5 Intégrale sur un contour

Soit C une courbe de Rn définie par une carte (c, I) où I = [a, b] est un intervalle de
R et c est une application de I dans Rn.

Soit f une fonction définie sur un domaine Ω ⊂ Rn contenant la courbe C.

Définition 3.5.1. L’intégrale de f le long de la courbe (c, I) (la carte définissant l’orien-
tation) est ∫

C

f =

∫ b

a

f(c(t)) |c′(t)| dt
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3.6 Intégrale sur un pavé de Rn.

Soit Ω = [a1, b1] × · · · × [an, bn] un pavé de Rn et soit f une fonction définie et
continue sur ω. L’intégrale de f sur Ω est définie par

∫
Ω

f(x)dx =

∫ b1

a1

∫
...

∫ bn

an

f(x)dx1 . . . dxn =

∫ b1

a1

(
. . .

(∫ bn

an

f(x)dxn

)
. . .

)
dx1

Cette intégrale est bien définie puisque f est continue pour chaque variable xi. De plus,
cette intégrale est indépendante de l’ordre d’intégration choisie).

3.7 Intégrale multiple – Formule de Jacobi
On généralise naturellement la définition de l’intégrale sur un pavé à tout domaine se

décomposant en une réunion finies et disjointe de pavés. Plus généralement pour domaine
ω ⊂ Rn on peut trouver une suite de domaine ωn qui sont chacun des décompositions
finies de pavés disjoints de Rn. Alors,∫

Ω

f(x)dx = lim
n→∞

∫
Ωn

f(x)dx

Par ailleurs si un domaine Ω est l’image d’un pavé D par une application T :

T (D) = Ω,

alors on peut montrer que le résultat suivant, généralisation aux intégrales multiples de la
formule de changement de variable (3.2.7) :

Théorème 3.7.1. Formule de Jacobi – Formule de changement de variable.∫
Ω

f(x)dx =

∫
D

f(T (u)) |JT (u)| du

où |JT (u)| est la Jacobienne (déterminant du gradient ou Jacobien) de l’application
T (u) = x.

Démonstration. Pseudo-preuve dans R2 : un élément d’aire dudy se transforme en un
élément dxdy par le changement de variable T .
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du

dx

dv

dy

l’aire du parallélograme dxdy peut être calculée par la formule

dxdy = |dx ∧ dy|

=

∣∣∣∣[x,uy,u
]
du ∧

[
x,v
y,v

]
dv

∣∣∣∣
= |x,uy,v − y,ux,v| dudv
= |JT (u)| dudv.

Exemples :
1. Considérons le cylindre Ω = {(x, y, z) ∈ R3 / x2+y2−1 ≥ 0 et 0 ≤ z ≤ 1},

alors Ω est l’image de D = [0, 1]× [0, 2π]× [0, 1] en posant

T (r, θ, z) = (r cos θ, r sin θ, z)

si bien que

JT =
∂(x, y, z)

∂(r, θ, z)
=

cos θ −r sin θ 0
sin θ r cos θ 0

0 0 1


d’où |JT (u)| = r. On a ainsi :∫

Ω

f(x, y, z)dxdydz =

∫
D

f(r, θ, z)rdrdθdz.

2. Si Ω = {(x, y, z) ∈ R3 / xyz ≥ 0, x + y + 1 ≤ 1}, alors Ω est l’image de
D = [0, 1]3 en posant

T (u, v, w) = (u(1− v), uv(1− w), uvw)

si bien que

JT =
∂(x, y, z)

∂(u, v, w)
=

 1− v −u 0
v(1− w) u(1− w) −uv
vw uw uv


d’où |JT (u)| = u2v.
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CHAPITRE 4

Théorème de Stokes et Formule de
la divergence

On introduit ici un objet mathématique particulier : les formes différentielles. L’étu-
diant non-mathématicien peut ignorer les définitions et la forme générale du théorème
de Stokes. On pourra s’attarder uniquement sur les différentes formes du théorème de
Stokes qui apparaît comme une généralisation des formules d’intégration par partie et ce
indépendamment de la définition d’intégrale choisie.

On regardera en particulier les théorèmes de la divergence définissant la notion de
divergence et les formules de Green, fondamentales en Mécanique et en mathématiques
appliquées, puisque ces notions régissent les principales lois en Mécanique (équations
d’équilibre en solides, équation de Navier-Stokes en fluides) mais partout en Mécanique
appliquée où les formulations variationnelles (principe des travaux virtuels) interviennent
avec toutes les conséquences dans la résolution numérique par la méthode des éléments-
finis, voir le chapitre 12 sur l’analyse fonctionnelle.

4.1 Formes différentielles

Définition 4.1.1. Une k-surface Ω dans Rn, est l’image par un difféomorphisme T d’un
domaine D ∈ Rk à valeur dans Rn. On dit que la k-surface est de classe Cm, si l’appli-
cation T est de classe Cm.

On dit aussi que la k-surface Ω ∈ Rn est une sous-variété de dimension k plongée
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dans Rn.

Définition 4.1.2. On note

ω =
∑

ai1,...,ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik (4.1)

une k-forme différentielle ou forme différentielle d’ordre k, la forme linéaire qui à toute
k-surface Ω ∈ Rn de classe C1, image par T de D ∈ Rk, fait correspondre la quantité :∫

Ω

ω =

∫
D

∑
ai1,...,ik(T (u)) |JT (u)| du

où

|JT (u)| = det
∂(xi1 , . . . , xik)

∂(u1, . . . , uk)

désigne le Jacobien de l’application (u1, . . . , uk) −→ (Ti1(u), . . . , Tik(u)).

Remarque 8. Convention : une forme différentielle d’ordre 0 est une fonction.

Remarque 9. La notation (4.1) est unique si les xij sont numérotés et pris dans un ordre
croissants.

On remarque que cette définition reprend simplement la formule de Jacobi de change-
ment de variable dans les intégrale multiples, si bien que cette définition est indépendante
du choix de D et de T .

Cette définition permet de généraliser la notion d’intégrale sur une courbe définie dans
la section précédente. En effet, considérons un contour γ de R2 défini par

γ = {(x, y) ∈ R2 (x, y) = (x(t), y(t)) = T (t) t ∈ [a, b]}.

Et posons

ω = f(x, y)ds avec ds = t.

(
dx
dy

)
,

où t est la tangente unitaire à γ, on peut prendre

t =
1√

(x′)2 + (y′)2

(
x′

y′

)
.

Alors, ω est la forme linéaire qui fait correspondre à γ l’intégrale de f sur γ :∫
γ

ω =

∫
γ

f(x, y)ds =

∫ b

a

f(x(t), y(t))
√

(x′)2 + (y′)2dt

Proposition 4.1.3. Dans Rn une n+ 1 forme différentielle est une forme nulle.
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4.2 Différentielle d’une forme différentielle
La notation

ω =
∑

ai1,...,ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik
d’une forme différentielle provient de la définition du produit de deux formes différen-
tielles :

Définition 4.2.1. Le produit extérieur des deux 1-formes différentielles dx et dy est la
2-forme différentielle dx ∧ dy. Elle est notée avec le symbole ∧.

Proposition 4.2.2. dx ∧ dy = −dy ∧ dx.

On généralise alors

Définition 4.2.3. Produit extérieur – On définit le produit extérieur de deux formes diffé-
rentielles ω1 et ω2 par les règles de calcul :

1. ω1 ∧ ω2 = −ω2 ∧ ω1

2. ω1 ∧ (ω2 + ω3) = ω1 ∧ ω2 + ω1 ∧ ω3

Par exemple

(fdx ∧ dz) ∧ (gdx+ hdy) = −hfdx ∧ dy ∧ dz.

Théorème 4.2.4. Il existe un opérateur nommé différentielle et noté d qui à toute k −
1 forme différentielle ω fait correspondre une k-forme différentielle dω avec les règles
suivantes :

1. d(dω) = 0

2. df(x1, . . . , xn) = ∂x1fdx1 + · · ·+ ∂xnfdxn

3. d (f(x1, . . . , xn)dxi1 ∧ · · · ∧)dxik) = df(x1, . . . , xn) ∧ (dxi1 ∧ · · · ∧)dxik)

Ainsi, le produit d’une k1-forme et d’une k2 forme différentielle donne une (k1 + k2)-
forme différentielle.

4.3 Théorème de Stokes – Formule de la divergence
Le théorème de Stokes, qui suit, est fondamental, puisqu’en découle toutes les for-

mules d’intégration par partie (Green, Ostogradski) sur des domaines de Rn. Nous ren-
voyons à [Rud95] pour une démonstration

Théorème 4.3.1. Soit ω une k−1-forme différentielle de classeC1 et soitK une k-surface
de classe C2, alors ∫

K

dω =

∫
∂K

ω
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4.4 Formule de la divergence : définition
Le théorème de Stokes permet de définir la notion de divergence :

Définition 4.4.1. Formule de la divergence – Soit u un champs de vecteur défini sur
Ω ⊂ Rn à valeur dans Rn et soit n le vecteur normal unitaire extérieur à ∂Ω. On définit
l’opérateur divergence par l’unique opérateur différentiel tel que∫

Ω

div u =

∫
∂Ω

u.n. (4.2)

4.4.1 Cas où Ω est un domaine de R
Dans ce cas trivial, la divergence est confondue avec la dérivée usuelle d’une fonction.

4.4.2 Cas où Ω est un domaine de R2

Soit ω une 1-forme différentielle définie sur R2 par deux fonctions scalaire u1 et u2

définies sur Ω ⊂ R2 :
ω = u2dx1 − u1dx2.

Alors, d’après les règles de calculs, on a

dω = (
∂u1

∂x1

+
∂u2

∂x2

)dx1 ∧ dx2.

D’où on déduit d’après le théorème de Stokes :∫
Ω

dω =

∫
∂Ω

u2dx1 − u1dx2 =

∫
[a,b]

(u2t1 − u1t2) ds

où le vecteur t = (t1, t2) est le vecteur tangent unitaire à ∂Ω. Si bien qu’en posant

u = (u1, u2)

et en remarquant que la normale extérieure est donnée par

n = (−t2, t1),

on a ∫
Ω

(
∂u1

∂x1

+
∂u2

∂x2

)dx1dx2 =

∫
Ω

(
∂u1

∂x1

+
∂u2

∂x2

)dx1 ∧ dx2

=

∫
[a,b]

(u2t1 − u1t2) ds

=

∫
[a,b]

u.nds.

D’où la définition
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Théorème 4.4.2. Soit u un champ de vecteur différentiable défini sur Ω ⊂ R2 à valeurs
dans R2.

div u =
∂u1

∂x1

+
∂u2

∂x2

.

4.4.3 Cas où Ω est un domaine de R3

Théorème 4.4.3. Soit u un champ de vecteur différentiable défini sur Ω ⊂ R3 à valeurs
dans R3.

div u =
∂u1

∂x1

+
∂u2

∂x2

+
∂u3

∂x3

.

Démonstration. On procède de façon analogue au cas dans R2 :
Soit ω une 2-forme différentielle définie sur R3 par les trois fonctions u1, u2 et u3 :

ω = u1dx2 ∧ dx3 + u2dx3 ∧ dx1 + u3dx1 ∧ dx2.

Alors la différentielle vaut :

dω =

(
∂u1

∂x1

+
∂u2

∂x2

+
∂u3

∂x3

)
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3.

On a donc∫
Ω

(
∂u1

∂x1

+
∂u2

∂x2

+
∂u3

∂x3

)
dx1dx2dx3 =

∫
Ω

(
∂u1

∂x1

+
∂u2

∂x2

+
∂u3

∂x3

)
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

=

∫
Ω

dω.

On écrit alors le théorème de Stokes∫
Ω

dω. =

∫
∂Ω

u1dx2 ∧ dx3 + u2dx3 ∧ dx1 + u3dx1 ∧ dx2

=

∫
D

(
u1(φ)

∂(x2, x3)

∂(t1, t2)
+ u2(φ)

∂(x3, x1)

∂(t1, t2)
+ u2(φ)

∂(x1, x1)

∂(t1, t2)

)
dt1dt2

=

∫
D

det

(
f,
∂φ

∂t1
,
∂φ

∂t2

)
dt1dt2

=

∫
D

f.(
∂φ

∂t1
∧ ∂φ

∂t2
)dt1dt2

=

∫
∂Ω

u.nds

d’où la définition de la divergence.

On admettra de façon plus générale le
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Théorème 4.4.4. Soit u un champ de vecteur différentiable défini sur Ω ⊂ Rn à valeurs
dans Rn.

div u =
n∑
i=1

∂ui
∂xi

= tr(∇u).

On étends la notion d’opérateur divergence aux champs de tenseur d’ordre 2 :

Théorème 4.4.5. SoitM un tenseur d’ordre 2 défini sur Ω ⊂ R3, on définit également :∫
Ω

divM =

∫
∂Ω

Mn

de sorte que la divergence d’un tenseur d’ordre 2 est un champ de vecteur :

divM =
n∑
j=1



M1j,j

M2j,j
...

Mij,j
...

Mnj,j


Corollaire 4.4.6. SiM est tenseur d’ordre 2 symétrique, on a :∫

Ω

OM ∧ divM =

∫
∂Ω

OM ∧Mn

Remarque 10. Le théorème 4.4.5 et son corollaire ont une grande importante en Méca-
nique des milieux continus. Ils permettent notamment de déduire le principe fondamental
de la dynamique.

4.4.4 Formules de Stokes

Théorème 4.4.7. Soit u un champ de vecteur défini sur Ω ⊂ R3 à valeur dans R3 :∫
∂Ω

n ∧ u =

∫
Ω

−−→
rotu

4.4.5 Formules de Green
En appliquant la formule de de la divergence à divMv où M est un tenseur d’ordre

2 défini dur un domaine Ω de R3 et v un champ de vecteur de v également défini du Ω.
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On a alors ∫
Ω

divMv =

∫
∂Ω

Mvn−
∫

Ω

M : ∇v

et si de plusM est un tenseur symétrique, on a∫
Ω

divMv =

∫
∂Ω

Mvn−
∫

Ω

M : ε(v)

où
ε(v) =

1

2

(
∇v +∇v T

)
.
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CHAPITRE 5

Calcul différentiel sur un tenseur
d’ordre 2

En mécanique, un grand nombre d’objets apparaissent comme des tenseurs d’ordre
2 définis sur une partie de R3, par exemple, le tenseur des contraintes, le tenseurs des
déformations...

Ce chapitre a pour but d’en rappeler les définitions mathématiques et les éléments de
calcul différentiel sur ces objets. Pour un exposé complet nous renvoyons à [Lic46].

5.1 Tenseur d’ordre 2

Plaçons nous dans R3 et considérons un tenseur M d’ordre 2, c’est à dire un champ
défini sur une partie Ω de R3 et à valeur dans L(R3), l’ensemble des opérateurs linéaires
sur R3.

Ainsi, si (e1, e2, e3) désigne la base canonique deR3, il est usuel d’exprimer un tenseur
sous sa forme matricielle dans la base canonique en chaque point de Ω où il est défini :

M =

m11 m12 m13

m21 m22 m23

m31 m32 m33


où chaque coefficientmij est une fonction scalaire défini sur Ω. Il est alors commode d’ex-
primer le tenseur comme une combinaison linéaire des applications linéaires canoniques,
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notées sous la forme d’un produit tensoriel

ei ⊗ ej
dont la représentation matricielle est la matrice nulle partout sauf le coefficient de la i-ème
ligne j-ème colonne qui vaut 1. Par exemple,

e1 ⊗ e2 =

0 1 0
0 0 0
0 0 0

 .

Ainsi, on écrit

M =
3∑
i=1

3∑
j=1

mijei ⊗ ej.

5.2 Gradient d’un tenseur d’ordre 2
Par définition, la dérivée (ou le gradient) d’un tenseur en un point est un élément de

L(R3,L(R3)). Or il existe une bijection naturelle entre L(R3,L(R3)) et L(L(R3),R3).
D’autre part, dans la base canonique (base fixe), on a naturellement

∂

∂xi
M = ∇M ei.

Ce qui signifie que le gradient d’un tenseur peut se décomposer

∇M =
∂

∂x1

(M)⊗ e1 +
∂

∂x2

(M)⊗ e2 +
∂

∂x2

(M)⊗ e3.

5.3 Divergence d’un tenseur d’ordre 2
La divergence d’un tenseur est donné par la formule de la divergence (voir le chapitre

4) : ∫
Ω

divM =

∫
∂Ω

Mn.

Nous savons alors que c’est un champ de vecteurs :

divM =
n∑
j=1



M1j,j

M2j,j
...

Mij,j
...

Mnj,j


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On remarque que

divMei =
n∑
j=1

(∇Mej)(eiej).

5.4 Tenseur en coordonnées cylindriques

Soit M un tenseur d’ordre 2 définie sur une partie de R3, alors M se décompose en
coordonnées cartésiennes :

M =
3∑
i=1

3∑
j=1

mijei ⊗ ej.

On a de même en coordonnées cylindriques

M = mrrer ⊗ er +mrθer ⊗ eθ +mr3er ⊗ e3

+mθreθ ⊗ er +mθθeθ ⊗ eθ +mθ3eθ ⊗ e3

+m3re3 ⊗ er +m3θe3 ⊗ eθ +m33e3 ⊗ e3.

Or toutes les dérivées partielles sont nulles sauf

∂

∂θ
(er ⊗ er) =

∂er
∂θ
⊗ er + er ⊗

∂er
∂θ

= eθ ⊗ er + er ⊗ eθ,

∂

∂θ
(er ⊗ eθ) =

∂er
∂θ
⊗ eθ + er ⊗

∂eθ
∂θ

= eθ ⊗ eθ − er ⊗ er,

∂

∂θ
(er ⊗ e3) =

∂er
∂θ
⊗ e3 + er ⊗

∂e3

∂θ
= eθ ⊗ e3,

∂

∂θ
(eθ ⊗ er) =

∂eθ
∂θ
⊗ er + eθ ⊗

∂er
∂θ

= −er ⊗ er + eθ ⊗ eθ,

∂

∂θ
(eθ ⊗ eθ) =

∂eθ
∂θ
⊗ eθ + eθ ⊗

∂eθ
∂θ

= −er ⊗ eθ − eθ ⊗ er,

∂

∂θ
(eθ ⊗ e3) =

∂eθ
∂θ
⊗ e3 + eθ ⊗

∂e3

∂θ
= −er ⊗ e3,

∂

∂θ
(e3 ⊗ er) =

∂e3

∂θ
⊗ er + e3 ⊗

∂er
∂θ

= e3 ⊗ eθ,

∂

∂θ
(e3 ⊗ eθ) =

∂e3

∂θ
⊗ eθ + e3 ⊗

∂er
∂θ

= −e3 ⊗ er.

Mais le gradient est donné par

∇M =
∂M

∂r
⊗ er +

1

r

∂M

∂θ
⊗ eθ +

∂M

∂3
⊗ e3,
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d’où on tire l’expression du gradient deM en coordonnées cylindriques :

∇M = mrr,rer ⊗ er ⊗ er +mrθ,rer ⊗ eθ ⊗ er +mr3,rer ⊗ e3 ⊗ er
+mθr,reθ ⊗ er ⊗ er +mθθ,reθ ⊗ eθ ⊗ er +mθ3,reθ ⊗ e3 ⊗ er
+m3r,re3 ⊗ er ⊗ er +m3θ,re3 ⊗ eθ ⊗ er +m33,re3 ⊗ e3 ⊗ er

+
1

r
(mrr,θ −mrθ −mθr)er ⊗ er ⊗ eθ +

1

r
(mrθ,θ +mrr −mθθ)er ⊗ eθ ⊗ eθ

+
1

r
(mr3,θ −mθ3)er ⊗ e3 ⊗ eθ

+
1

r
(mθr,θ +mrr −mθθ)eθ ⊗ er ⊗ eθ +

1

r
(mθθ,θ +mrθ +mθr)eθ ⊗ eθ ⊗ eθ

+
1

r
(mθ3,θ +mr3)eθ ⊗ e3 ⊗ eθ

+
1

r
(m3r,θ −m3θ)e3 ⊗ er ⊗ eθ +

1

r
(m3θ,θ +m3r)e3 ⊗ eθ ⊗ eθ

+
1

r
m33,θe3 ⊗ e3 ⊗ eθ

+mrr,3er ⊗ er ⊗ e3 +mrθ,3er ⊗ eθ ⊗ e3 +mr3,3er ⊗ e3 ⊗ e3

+mθr,3eθ ⊗ er ⊗ e3 +mθθ,3eθ ⊗ eθ ⊗ e3 +mθ3,3eθ ⊗ e3 ⊗ e3

+m3r,3e3 ⊗ er ⊗ e3 +m3θ,3e3 ⊗ eθ ⊗ e3 +m33,3e3 ⊗ e3 ⊗ e3.

C’est à dire, de façon légèrement plus lisible ;) :

∇M er =

mrr,r mrθ,r mr3,r

mθr,r mθθ,r mθ3,r

m3r,r m3θ,r m33,r


∇M eθ =

1

r

mrr,θ −mrθ −mθr mrθ,θ +mrr −mθθ mr3,θ −mθ3

mθr,θ +mrr −mθθ mθθ,θ +mrθ +mθr mθ3,θ +mr3

m3r,θ −m3θ m3θ,θ +m3r m33,θ


∇M e3 =

mrr,3 mrθ,3 mr3,3

mθr,3 mθθ,3 mθ3,3

m3r,3 m3θ,3 m33,3

 .

La divergence d’un tenseur est définie comme précédemment :

divMer =
3∑
j=1

∇Mej(erej)

= ∇Mer(erer) +∇Meθ(ereθ) +∇Mez(erez),

de même, on a :

divMeθ = ∇Mer(eθer) +∇Mer(eθeθ) +∇Mez(eθez),
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et
divMer = ∇Mer(ezer) +∇Meθ(ezeθ) +∇Mez(ezez).

On obtient donc finalement :

Proposition 5.4.1. La divergence d’un tenseur d’ordre 2 en coordonnées cylindrique

[divM]cyl =


mrr,r +

1

r
(mrθ,θ +mrr −mθθ) +mr3,3

mθr,r +
1

r
(mθθ,θ +mrθ +mθr) +mθ3,3

m3r,r +
1

r
(m3θ,θ +m3r) +m33,3

 .

Il peut être parfois avantageux de le récrire sous la forme suivante :

[divM]cyl =



1

r

∂

∂r
(rmrr) +

1

r

∂

∂θ
(mrθ) +

∂

∂x3

(mr3)− 1

r
mθθ

1

r2

∂

∂r
(r2mθr) +

1

r

∂

∂θ
(mθθ) +

∂

∂x3

(mθ3) +
1

r
(mrθ −mθr)

∂

∂r
(m3r) +

1

r

∂

∂θ
(m3θ) +

∂

∂x3

(m33) +
1

r
m3r



5.5 Tenseur en coordonnées sphériques
A compléter... par le lecteur ? -̂̂
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CHAPITRE 6

Systèmes différentiels ordinaires

à écrire entièrement
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CHAPITRE 7

Fonction d’une variable complexe

7.1 Nombres Complexes

Définition 7.1.1. On peut définir l’ensemble des nombres complexes par

C = {(a, b) ∈ R2 muni des somme et multiplication complexes}.

On pose i = (0, 1) et on note z = (a, b) = a + ib, a désigne alors la partie réelle et b
désigne la partie imaginaire de z.

Définition 7.1.2. Les somme et multiplication complexes sont définies, pour z = a + ib
et z′ = a′ + ib′, par :

— z + z′ = (a, b) + (a′, b′) = (a+ a′, b+ b′).
— zz′ = (aa′ − bb′, ab′ + a′b).

Par exemple pour z = (0, 1) = i on a z2 = zz = (0, 1)(0, 1) = (−1, 0) = −1.
Ainsi, à chaque point du plan deR2 on fait correspondre un unique nombre complexe ;

C’est pourquoi on parle de plan complexe.

Proposition 7.1.3. Pour tout nombre complexe z et z′, on a

1. z + z′ = z + z′

2. zz′ = zz′

3. z + z = 2Re(z) et z − z = 2iIm(z)
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FIGURE 7.1 – Un nombre complexe z = a+ ib

4. zz est réel et si z 6= 0, zz > 0

Définition 7.1.4. On appelle module de z le nombre réel positif |z| = (zz)1/2.

Proposition 7.1.5. Soit z un nombre complexe non nul alors

1

z
=

z

|z|2

Proposition 7.1.6. Soit z un nombre complexe

1. |z| = |z|
2. |zz′| = |z| |z′|
3. |Re(z)| ≤ |z| et |Im(z)| ≤ |z|
4. |z + z′| ≤ |z|+ |z′|

Proposition 7.1.7. Soient a1, . . . , an et b1, . . . , bn des nombres complexes.∣∣∣∣∣
n∑
j=1

ajbj

∣∣∣∣∣
2

≤
n∑
j=1

|aj|2
n∑
j=1

|bj|2 (inégalité de Schwarz)

Nous terminons cette présentation par les propriétés principales de C :

Théorème 7.1.8. L’ensemble des nombres complexes, avec ses addition et multiplication
complexes, possède une structure de corps. On parle de corps des nombres complexes.

Théorème 7.1.9. Le corps des nombres complexes est algébriquement clos.

Autrement dit, les solutions de toute équation algébrique à coefficients complexes sont
encore des nombres complexes. Par exemple, le corps des réels R n’est pas algébrique-
ment clos puisque l’équation x2 + 1 = 0 ne possède pas de solutions réelles mais des
solutions complexes.
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Théorème 7.1.10. Soit P (z) =
∑n

0 aiz
i un polynôme de degré n à coefficients complexes.

Alors P se factorise

P (z) = an

n∏
1

(z − ri)

où les ri sont les n racines de P (comptées avec leurs multiplicités).

7.2 Fonctions holomorphes

7.2.1 Fonctions holomorphes
Soit Ω une partie non vide du plan complexe C. Considérons une fonction f à valeur

complexe définie sur Ω. Soit z0 ∈ Ω ⊂ C, on sait que f est différentiable en z0, si il existe
un nombre complexe, noté f ′(z0) tel que :

f(z0 + h) = f(z0) + f ′(z0)h+ o(h).

Bien entendu si un tel nombre existe, il est égal à

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

C’est la dérivée de f au point z0.
Pourz = (x, y) = x+ iy, introduisons les notations :

∂f

∂z
=

1

2

(
∂f

∂x
− i∂f

∂y

)
,

∂f

∂z
=

1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
.

Définition 7.2.1. Si f est différentiable dans tout Ω, alors on dit que f est holomorphe
(ou analytique) dans Ω si

∂f

∂z
= 0 dans Ω.

Par exemple, les fonctions analytiques sont évidemment holomorphes dans leurs do-
maines de convergence, mais aussi la fonction

f(z) =
1

z − z0

est holomorphe dans C−B(z0, ε), ou même dans C− {z0}.
Par contre la fonction f(z) = |z| n’est pas holomorphe dans aucune partie de C.
On a les propriétés suivantes :

Proposition 7.2.2. Si f et g sont holomorphes dans Ω, alors
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– f + g,
– fg,

le sont aussi.

Proposition 7.2.3. Si f est holomorphe dans Ω et g est holomorphe dans f(Ω), alors la
fonction composée (f ◦ g) est holomorphe dans Ω et :

(f ◦ g)′ = g′(f(z0))f ′(z0).

7.2.2 Conditions de Cauchy-Riemann
Théorème 7.2.4. Soit f une fonction complexe définie dans Ω ⊂ C, on décompose f
suivant sa partie réelle P et sa partie imaginaire Q, avec z = (x, y) = x+ iy :

f(z) = P (x, y) + iQ(x, y).

f est une fonction holomorphe si et seulement si P et Q satisfont aux conditions de
Cauchy-Riemann :

∂P

∂x
=
∂Q

∂y
et

∂P

∂y
= −∂Q

∂x
.

Corollaire 7.2.5. Si f = P + iQ est holomorphe, alors les fonctions réelles P et Q sont
nécessairement harmoniques.

Terminons par cette question que nous laissons au lecteur :
Existe-t-il une fonction définie sur une variable complexe qui soit différentiable mais

pas holomorphe ?

7.3 Suite et Séries de nombres complexes
Considérons la série

f(z) =
∞∑
0

anz
n

où z ∈ C et an ∈ C. On définit le rayon de convergence R de la série f(z) par :

1

R
= lim

n→∞
sup |an|1/n (règle de Cauchy)

= lim
n→∞

sup

∣∣∣∣ anan−1

∣∣∣∣ (règle de d’Alembert).

C’est à dire que la série diverge si |z| > R et elle converge si |z| < R. Le cas |z| = R
étant sujet à discussion.

Par ailleurs, cette convergence est normale et donc uniforme dans tout disque centré
de rayon R′ < R. Alors, d’après les théorèmes d’inversion des limites vus en premier
cycle, on a
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Proposition 7.3.1. ∀z, |z| < R, la fonction d’une variable complexe f(z) est continue,
infiniment C-dérivable, les dérivées s’obtenant en dérivant dans chaque terme de la sé-
rie :

f (k)(z) =
∞∑
0

(n+ k)!

(n)!
an+kz

n

On dit que f(z) est analytique dans {z ∈ C/ |z| < R}. Si f(z) est analytique dans
C, on dit que f est entière.

7.4 Divers
A compléter : théormes des zéros isolés, principe du maximum, théorème d’Abel...

7.4.1 Fonctions exponentielle et trigonométrique
La fonction exponentielle est définie par

ez =
∞∑
0

zn

n!

dont le rayon de convergence est infinie.
En dérivant terme à terme, on a la propriété fondamentale :

Proposition 7.4.1.
d

dz
ez = ez

d’où on déduit, en écrivant le développement en série de Taylor de la série en z :

ez+z
′

= ezez
′ ∀z, z′ ∈ C. (7.1)

Par ailleurs, on remarque que pour z = iθ, θ ∈ R on a

eiθ =
∞∑
0

(−1)n

(2n+ 1)!
θ2n+1 + i

∞∑
0

(−1)n

(2n)!
z2n,

c’est à dire la formule d’Euler :

eiθ = cos θ + i sin θ.

On déduit que ∣∣eiθ∣∣ = 1 ∀θ ∈ R.
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Proposition 7.4.2. Tout nombre complexe z = a+ ib peut s’écrire sous la forme

z = reiθ r ∈ R+, θ ∈ [0, 2π[

où r2 = a2 + b2 est le module de z et θ = Arctan(b/a) est l’argument de z. Par suite,
la fonction exponentielle est périodique de période 2π.

On peut définir les fonctions sin et cos d’une variable complexe

sin z =
∞∑
0

(−1)n

(2n)!
z2n cos z =

∞∑
0

(−1)n

(2n+ 1)!
z2n+1.

Remarquons qu’on a toujours

(sin z)2 + (cos z)2 = 1.

7.5 Intégrales complexes

7.5.1 Formule intégrale de Cauchy
Soit Ω un ouvert du plan complexe et soit γ(t) une courbe dans Ω, pour t ∈ [a, b]. On

décompose
γ(t) = x(t) + iy(t)

Soit ω = f(z)dz une forme différentielle, où f est une fonction de variable complexe
définie sur ω à valeur dans C, par définition on a

Définition 7.5.1. ∫
γ

ω =

∫
γ

f(z)dz =

∫ b

a

f ◦ γ(t)γ′(t)dt

où γ([a, b]) = γ et γ′(t) = x′(t) + iy′(t).

On a la propriété fondamentale :

Théorème 7.5.2. Soit f une fonction d’une variable complexe z si f est dérivable dans
Ω alors on a

f(ζ) =
1

2iπ

[∫
∂Ω

f(z)

z − ζ
dz +

∫
Ω

∂f(z)∂z

z − ζ
dz ∧ dz

]
∀ζ ∈ Ω.

On en déduit immédiatement
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Corollaire 7.5.3. Formule intégrale de Cauchy – Si f est holomorphe dans Ω, un domaine
convexe de C alors

f(ζ) =
1

2iπ

∫
∂Ω

f(z)

z − ζ
dz ∀ζ ∈ Ω.

De plus on voit que f est infiniment dérivable avec

dmf

dzm
(ζ) =

m!

2iπ

∫
∂Ω

f(z)

(z − ζ)m+1
dz ∀ζ ∈ Ω.

Théorème 7.5.4. Si f est holomorphe dans Ω alors pour tout chemin fermé γ dans Ω, on
a ∫

γ

f(z)dz = 0

On dit que φ(s) =
∫ s
a
f ◦ γ(t)γ′(t)dt est une primitive de f le long de γ.

Corollaire 7.5.5. Si f est holomorphe sur Ω, alors f est de classe C∞ sur Ω.

Théorème 7.5.6. Si f est holomorphe dans Ω, alors f se décompose en série entière :

f(ζ) =
∞∑
n=0

an(ζ − z0)n ∀z ∈ Ω et ζ ∈ V (z0).

avec

an =
1

m!

dmf

dzm
(z0) =

1

2iπ

∫
∂Ω

f(z)

(z − z0)m+1
dz.

Corollaire 7.5.7. Une fonction à variable complexe est holomorphe dans Ω si et seule-
ment si elle est analytique dans Ω.

On termine par quelques résultats hors programmes mais néanmoins importants

Théorème 7.5.8. Si une fonction est holomorphe et non constante alors elle est ouverte

Corollaire 7.5.9. – Principe du maximum – Si f est une fonction holomorphe dans un
ouvert complexe Ω, et si |f | atteint son maximum à l’intérieur de Ω, alors f est une
fonction constante sur Ω.

Théorème 7.5.10. Soit f une fonction holomorphe non nulle dans un ouvert complexe Ω,
les zéros de f sont isolés.

En particulier si deux fonctions holomorphes ont des valeurs en un nombre infini de
points dans un domaine borné, alors les deux fonctions sont identiques.
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7.5.2 Série de Laurent
Soit f une fonction holomorphe sur une couronne a < |z − z0| < b, d’après la formule

de Cauchy,

f(z) =
1

2iπ

[
−
∫
Ca

f(u)

u− z
du+

∫
Cb

f(u)

u− z
du

]
or

f(u)

u− z
=
f(u)

u

[
1

1− z
u

]
=
f(u)

u

∞∑
n=0

(z
u

)n
= f(u)

∞∑
n=0

zn

un+1

où la série est convergente si |z| < |u| ou encore |z − z0| < |u− z0|.
D’autre part, on a de même

f(u)

u− z
=
f(u)

z

[
1

u
u
− 1

]
=
−f(u)

z

∞∑
n=0

(u
z

)n
= −f(u)

∞∑
n=0

un

zn+1

où la série est convergente si |z| > |u| ou encore |z − z0| > |u− z0|.
Par conséquent, en remplaçant (u− z) par (u− z0)− (z − z0), on obtient

f(z) =
1

2iπ

[∫
Ca

f(u)
∞∑
n=0

(u− z0)n

(z − z0)n+1
du+

∫
Cb

f(u)
∞∑
n=0

(z − z0)n

(u− z0)n+1
du

]
Ainsi, on a montré le

Théorème 7.5.11. Soit f une fonction holomorphe sur une couronne a < |z − z0| < b, il
existe un développement unique de f :

f(z) =
∑
n∈Z

an(z − z0)n

avec

an =
1

2iπ


∫
Cb

f(u)

(z − z0)n+1
du, n ≥ 0∫

Ca

f(u)

(z − z0)n+1
du, n < 0

C’est le développement de f en série de Laurent dans la couronne a < |z − z0| < b.

La notion de série de Laurent permet de définir la notion de Résidu :

Définition 7.5.12. Soit f une fonction holomorphe dans Ω sauf en des points isolés (c’est
toujours le cas). Le résidu de f en zi ∈ Ω est la valeur complexe

Rés(f, zi) =
1

2iπ

∫
∂B(zi,ε)

f(z)dz,

pour ε suffisamment petit, de sorte que f est holomorphe dans B(zi, ε) \ {zi}.
C’est aussi le coefficient a−1 du développement en série de Laurent de f autour de zi.
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7.5.3 Théorèmes des résidus
Soit f une fonction holomorphe dans Ω sauf en un nombre fini de points isolés

{z1, . . . , zm} Soit ε suffisamment petit pour que f soit holomorphe dans Ω \
⋃
iB(zi, ε).

Alors d’après le théorème 7.5.4, on a∫
∂Ω

f(z)dz −
∑
i

∫
∂B(zi),ε

f(z)dz = 0.

Autrement dit nous avons le

Théorème 7.5.13. – Théorème des Résidus – Soit f une fonction holomorphe dans Ω sauf
en un nombre fini de points isolés {z1, . . . , zm}, alors∫

∂Ω

f(z)dz = 2iπ
∑
i

Rés(f, zi).

7.5.4 Classification des Pôles singuliers
Pour faciliter le calcul d’un résidu, une classification est utile et permet de s’affranchir

de la détermination du développement en série de Laurent.
Soit a un point de Ω qui apparaît comme un point singulier d’une fonction f , c’est à

dire que f n’est pas holomorphe a priori en a. On classe ces pôles ou singularités suivant
la possibilité de prolonger f(z)(z − a)k en une fonction holomorphe au voisinage de a :

1. Singularité ou Pôle illusoire : Si f est prolongeable par continuité en a. Cela si-
gnifie que f est holomorphe en a, si bien que

Rés(f, a) = 0.

On parle de pôle d’ordre 0.

2. Singularité ou Pôle d’ordre k : Si (z − a)kf(z) est prolongeable par continuité en
a mais pas (z − a)k−1f(z). Le résidu est alors obtenu par la formule intégrale de
Cauchy :

Rés(f, a) =
1

(k − 1)!

dk−1

dzk−1

[
(z − a)kf(z)

]
|z=a

.

3. Singularité essentielle : pour tout k ∈ N (z − a)kf(z) n’est pas prolongeable par
continuité, on a pas le choix, il faut trouver le développement en série de Laurent.

4. Singularité à l’infini : si a est un point à l’infini on pose :

Rés(f(z),∞) = Rés(f(1/z), 0)

Théorème 7.5.14. Soit f une fonction holomorphe sauf en des points isolés. Alors la
somme des résidus, résidu à l’infini compris est nulle.
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Nous terminons par un résultat très utile en calcul des résidus :

Proposition 7.5.15. Soit a une singularité d’ordre 1 d’une fonction f . Si f s’exprime
comme la fraction rationnelle irréductible de deux fonctions holomorphe,

f(z) =
P (z)

Q(z)
,

alors

Rés(f, a) =
P (a)

Q′(a)
.

7.5.5 Représentation conforme
Une fonction holomorphe est une application conforme dans le sens où elle laisse les

angles inchangés en valeur et en sens.
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CHAPITRE 8

Théorie restreinte de la mesure
La mesure de Lebesgue

La théorie de la mesure est la base fondatrice de l’intégrale de Lebesgue qui suit dans
le chapitre 9.

Nous donnons ici une présentation simplifiée de la théorie de la mesure. En effet,
nous nous limitons à la mesure de Lebesgue, c’est à dire la mesure des parties de Rn. En
particulier, nous faisons l’impasse sur les notions fondatrices de la théorie classique de la
mesure, comme la notion de tribu, de mesure σ-additive ou d’ensemble Borélien.

Pour un exposé complet nous renvoyons par exemple à “Real and Complex Analysis”
de Walter Rudin ou tout cours de Mathématique sur le sujet (niveau Licence de Mathé-
matiques). Nous pensons que cela n’est pas nécessaire pour un étudiant en Mécanique
ou pour un élève ingénieur. Ce n’est sans doute pas l’avis de tous... Quant à l’éventuel
étudiant en Mathématiques, il pourra voir cette présentation comme une introduction à la
théorie abstraite.

Par contre, nous donnons directement une présentation sur un ensemble ouvert E ⊂
R
n. E peut donc être borné ou non-borné. Puisque l’un des intérêt de la théorie est juste-

ment de s’affranchir d’une définition sur un intervalle comme c’est le cas pour l’intégrale
de Riemann.
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8.1 Ensemble élémentaire

8.1.1 Pavés et mesure d’un pavé
Définition 8.1.1. Un pavé P de E est un ensemble de E ⊂ Rn qui peut s’écrire sous la
forme de produit (tensoriel) d’intervalles réels contenant ou non leurs extrémités :

P = [a1, b1]× · · · × [an, bn]

ou encore
P = [a1, b1[× · · ·×]an, bn]

etc, . . .Les intervalles pouvant être ouverts ou non.

Définition 8.1.2. La mesure d’un intervalle [a, b] est sa mesure Euclidienne, c’est à dire
sa longueur :

m([a, b]) = |b− a| .

La mesure d’un pavé deE ⊂ Rn est le produit de la mesure des intervalles le constituant :

m([a1, b1]× · · · × [an, bn])

= m([a1, b1[× · · · × [an, bn])

= . . .

= m(]a1, b1[× · · ·×]an, bn[)

=
n∏
i=1

|bi − ai|

Ainsi, dans R2 les pavés sont des rectangles et m() mesure l’aire, dans R3 m() mesure
le volume.

8.1.2 Ensemble élémentaire et mesure d’un ensemble élémentaire
Définition 8.1.3. On dit qu’un ensemble est élémentaire s’il est réunion disjointe et dé-
nombrable de pavés.

Si A =
⋃
Pk où les Pk sont des pavés 2 à 2 disjoints, alors

m(A) =
∑

m(Pk).

Proposition 8.1.4. La mesure d’un ensemble élémentaire est indépendante du choix de
sa décomposition.
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8.2 Ensemble mesurable

8.2.1 Mesure extérieure
Définition 8.2.1. Soit A une partie de E ⊂ Rn, on définit sa mesure extérieure par

µ∗(A) = inf{
∑
k

m(Pk); A ⊂
⋃
k

Pk.}

où A ⊂ ∪kPk désigne un recouvrement de A par des pavés de E.

8.2.2 Ensemble mesurable
Définition 8.2.2. Une partie A de E est dit mesurable si pour tout ε > 0, il existe un
ensemble élémentaire B de E tel que

µ∗(A∆B) ≤ ε

où A∆B désigne la différence symétrique 1.

Autrement dit, les ensembles mesurables sont les ensembles limites d’ensembles élé-
mentaires. Ce qui signifie que pour trouver un ensemble non-mesurable, il faut se lever de
bonne heure !

Malgré tout nous pouvons préciser un peu la définition d’ensemble mesurable. De
façon triviale nous avons

Proposition 8.2.3. Tout ensemble élémentaire est mesurable.

Théorème 8.2.4. Tout ensemble ouvert de ⊂ Rn est mesurable

Preuve du théorème 8.2.4 : Soit A un ouvert de E. Par définition, pour chaque point
de A, il existe une boule (et donc un pavé) de mesure non-nulle, centré en ce point et
contenu dans A.

Il suffit alors de considérer tous les points deA à composantes rationnelles et les pavés
de cotés rationnels. Il est clair que tous les points de A sont contenus dans un de ces pavés
“rationnels”. Ce qui signifie que A peut être approchée par des ensembles élémentaires
aussi près que l’on veut. �

Théorème 8.2.5. La réunion dénombrable d’ensembles mesurables est mesurable. L’in-
tersection finie d’ensembles mesurables est mesurable.

1. A∆B = [A \ (A ∩B)] ∪ [B \ (A ∩B)]
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8.2.3 Mesure d’un ensemble mesurable
Définition 8.2.6. Soit A un ensemble mesurable dans E. Alors la mesure de A est sa
mesure extérieure.

m(A) = µ∗(A).

Proposition 8.2.7. Soit An des ensembles mesurables et soit A = ∪nAn. Alors

m(A) ≤
∑
n

m(An).

Si de plus les An sont deux à deux disjoints, alors

m(A) =
∑
n

m(An).

8.2.4 Ensemble de mesure nulle
Nous terminons cette section par des exemples d’ensemble de mesure nulle. A com-

pléter..

8.3 Fonctions mesurables

8.3.1 Limites de fonctions continues
Définition 8.3.1. Soit f une fonction à valeur réelle définie sur E ⊂ Rn. On dit que f est
mesurable si pour tout a ∈ R,

{x ∈ E / f(x) > a}

est un ensemble mesurable.

Proposition 8.3.2. Toute fonction continue sur E est mesurable dans E.

Théorème 8.3.3. Une f est mesurable si et seulement si pour tout ε > 0 il existe une
fonction continue ϕ telle que

µ∗ {x, f(x) 6= ϕ(x)) ≤ ε}.

Autrement dit, les fonctions mesurables sont toutes les limites simples de fonctions
continues. Cela entraîne immédiatement le résultat corollaire :

Corollaire 8.3.4. Toute limite simple de fonction mesurable est mesurable.
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8.3.2 Propriétés des fonctions mesurables
Théorème 8.3.5. Si f est une fonction mesurable sur E, et si fn désigne une suite de
fonctions mesurables sur E, alors les fonctions

|f |
g(x) = supn fn(x)

h(x) = lim∞ sup fn(x)

le sont également.

8.3.3 Classe des fonctions nulles presque partout
Définition 8.3.6. On dit qu’une fonction mesurable f est nulle presque partout sur E si
il existe un ensemble de mesure nulle A tel que

f(x) = 0 ∀x ∈ E \ A.

On note f = 0 p.p. sur E.

Comme l’union finie d’ensembles de mesure nulle est également de mesure nulle, on
peut définir la relation d’équivalence

f ∼ g sur E ⇐⇒ f − g = 0 p.p. sur E

8.4 Quelques remarques

8.4.1 Sur les fonctions non-mesurables
L’ensemble des fonctions mesurables apparaît comme la fermeture (différent de la

complétion) de l’ensemble ces fonctions continues au sens des limites simples.
Une question se pose alors : existe-t-il des fonctions non-mesurable ?
La réponse est oui, mais comme pour les ensembles non-mesurables, ils sont bien

cachés.
On pourrait énoncer un pseudo-théorème : tous les ensembles usuels sont mesurables.

toutes les fonctions usuelles sont mesurables.

8.4.2 Sur la théorie abstraite de la mesure
Les ensembles mesurables que nous avons définis correspondent par rapport à la théo-

rie classique de la mesure, aux éléments de la tribu borélienne sur E ⊂ Rn, à savoir la
plus petite σ-algèbre contenant les ouverts de E. On l’appelle la mesure de Lebesgue.

Cela signifie que dans la théorie classique les théorèmes 8.2.4 et 8.2.5 apparaissent
comme des définitions. La notion de mesure et d’ensemble mesurable est bien plus géné-
rale que telle que nous le présentons.
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CHAPITRE 9

Intégrale de Lebesgue
Théorème de convergence dominée

C’est en 1901 que Henri Lebesgue a introduit sa définition de l’intégrale d’une fonc-
tion, dans une note parue aux comptes-rendus de l’Académie des Sciences.

Cette nouvelle construction est essentiellement due au fait que l’intégrale de Riemann
présentait nombre de défauts. En particulier, elle est peu adaptée aux intégrales multiples
ainsi que pour les passages à la limite.

Autre inconvénient majeur, l’espace des fonctions Riemann intégrables n’est pas com-
plet, si bien que l’analyse sur ces fonctions fait intervenir des fonctions a priori non inté-
grables.

L’intégrale de Lebesgue basé sur la théorie de la mesure de Émile Borel répond à tous
ces problèmes. C’est ce que nous allons exposer.

Dans toute la suite E représente une partie de Rn. E peut être borné ou non.

9.1 Fonctions étagées

9.1.1 Fonctions élémentaires
Définition 9.1.1. Une fonction élémentaire de E est une fonction valant 1 sur une par-
tie mesurable de E et 0 partout ailleurs. On parle aussi de fonctions indicatrices 1. Par

1. On parle également de fonctions caractéristiques mais nous ne recommandons pas cette appellation
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exemple

1A(x) =

{
1 si x ∈ A
0 si x /∈ A.

En général, de telles fonctions peuvent également être définies sur des ensembles non-
mesurables. Nous choisissons une telle restriction car les ensembles non mesurables ne
nous intéressent pas. Pour ne pas être gênés, nous les excluons tout simplement de notre
étude. Cela est légitime car ces ensembles ne jouent aucun rôle dans la théorie de Le-
besgue.

9.1.2 Fonctions étagées
Définition 9.1.2. On appelle fonction étagée toute fonction définie par une combinaison
linéaire de fonctions élémentaires ou indicatrices.

Ainsi, f est étagée si il existe des ensembles mesurables Ai et des scalaires αi tel que

f(x) =
n∑
i=1

αi1Ai .

Théorème 9.1.3. Les fonctions étagées sont denses dans l’ensemble des fonctions mesu-
rables.

Autrement dit, les fonctions mesurables peuvent être considérées comme des limites
simples de fonctions étagées.

Preuve du théorème 9.1.3 – Soit f une fonction mesurable sur E, sans perte de géné-
ralités, on suppose que f ≥ 0.

On définit alors les ensembles mesurables, pour n ∈ N∗ et i = 1, 2, 3, . . . , n2n :

Eni = {x ∈ E / (i− 1)2−n ≥ f(x) ≥ i2−n}
Fn = {x ∈ E / f(x) ≥ n}.

Nous construisons alors la suite de fonctions de fonctions étagées

fn =
n2n∑
i=1

(i− 1)2−n1Eni + n1Fn .

Il est facile de voir que pour tout n

fn ≥ fn+1 ≥ · · · ≥ f

et que par construction, pour tout x ∈ E

lim
n→∞

fn(x) = f(x) �

Remarquons que dans la démonstration, la convergence est uniforme si f est bornée.
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9.1.3 Intégrale d’une fonction étagée
Définition 9.1.4. Soit ϕ une fonction étagée :

ϕ(x) =
n∑
i=1

αi1Ai(x).

Si ω est un ensemble mesurable, alors

IΩ(ϕ) =
n∑
i=1

αim(Ai ∩ Ω)

est l’intégrale de ϕ sur Ω.

9.1.4 Intégrale de Lebesgue d’une fonction mesurable
La définition 9.1.4 induit la définition de l’intégrale de Lebesgue

Définition 9.1.5. Soit f une fonction mesurable sur E positive et soit Ω une partie mesu-
rable de E.

L’intégrale de Lebesgue de f sur Ω est la borne supérieure des intégrales sur Ω des
ϕ, fonctions étagées positives majorées par f :∫

Ω

f = sup
ϕ
IΩ(ϕ)

Remarque 11. On note indifféremment :∫
Ω

f =

∫
Ω

f(x)dx

où x joue le rôle d’une variable muette.

Proposition 9.1.6. Soit f fonction mesurable sur E positive et soit Ω une partie me-
surable de E. Si fn désigne la suite de fonctions positives étagées introduite dans la
démonstration du théorème 9.1.3, alors∫

Ω

f = lim
n→∞

IΩ(fn).

Remarque 12. Ainsi définie, l’intégrale peut tout à fait prendre une valeur infinie.

Pour une fonction mesurable f désignons par f+ et f− deux fonctions mesurables et
positives qui sont respectivement ses parties positive et négatives :

f+(x) = |f(x)|1E+(x)
f−(x) = |f(x)|1E−(x)
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où
E+ = {x ∈ E / f(x) ≥ 0}
E− = {x ∈ E / f(x) ≤ 0}.

Si bien que pour tout x ∈ E

f(x) = f+(x)− f−(x).

Cette décomposition permet de définir l’intégrale (de Lebesgue) pour toute fonction me-
surable :

Définition 9.1.7. Soit f une fonction mesurable sur E, alors pour tout Ω ⊂ E mesurable,
on définit ∫

Ω

f =

∫
Ω

f+ −
∫

Ω

f−.

Définition 9.1.8. On dit qu’une fonction mesurable f est Lebesgue intégrable ou som-
mable sur E si ∫

E

|f | < +∞.

On note par L 1(E) l’ensemble des fonctions Lebesgue-intégrable sur E.

Le résultat suivant est fondamental :

Théorème 9.1.9. L’intégrale sur Ω d’une fonction positive f est nulle si et seulement si
f est nulle presque partout sur Ω :∫

Ω

|f | = 0⇐⇒ f = 0 p.p. sur Ω.

9.2 Théorèmes de Lebesgue

9.2.1 Théorème de convergence monotone
Théorème 9.2.1. Soient f1, . . . , fn, . . . des fonctions mesurables positives sur E telles
que

0 ≤ f1 ≤ · · · ≤ fn ≤ fn+1 ≤ . . .

Posons
f(x) = sup

n
fn(x).

Alors ∫
E

fn −→
∫
E

f.
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Preuve du théorème 9.2.1 : Posons

αn =

∫
E

fn.

Alors, puisque la suite fn est croissante, les αn convergent vers une limite

αn −→ α ∈ [0,+∞].

Par définition f domine les fn, ainsi

α ≤
∫
E

f.

Soit ϕ une fonction étagée positive et dominée par f et soit 0 < a < 1. Si on pose

En = {x ∈ E / fn(x) ≥ aϕ(x)},

il est clair que En ⊂ En+1 et E = ∪nEn.
D’où pour tout n, ∫

E

fn ≥
∫
En

fn ≥ a

∫
En

ϕ.

Autrement dit, pour tout ϕ dominé par f et pour tout 0 < a < 1,

α ≥ lim
n→∞

∫
E

fn ≥ a

∫
E

ϕ =⇒ α ≥
∫
E

ϕ =⇒ α ≥ sup
ϕ
IE(ϕ) =

∫
E

f.

Si bien qu’on a montré que

α =

∫
E

f. �

9.2.2 Lemme de Fatou
Une conséquence du théorème de convergence monotone 9.2.1 est le

Lemme 9.2.2. Soient fn des fonctions mesurables sur E et positives. Si

f(x) = lim
n→∞

inf fn(x) = lim
n→∞

inf
i≥n
{fi(x)},

alors ∫
E

f ≤ lim
n→∞

∫
E

inf fn.
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Preuve du lemme de Fatou : Posons

gn(x) = inf
i≥n
{fi(x)}.

Par définition,
0 ≤ g1(x) ≤ g2(x) ≤ · · · ≤ gn(x).

Alors, d’après le théorème 9.2.1 de convergence monotone,∫
E

f(x)dx = lim
n→∞

∫
E

gn(x)dx

= lim
n→∞

∫
E

inf
i≥n
{fi(x)}dx

≤ lim
n→∞

inf
i≥n

∫
E

fn(x)dx. �

9.2.3 Théorème de convergence dominée

Théorème 9.2.3. Soient fn ∈ L 1(E), une suite de fonctions sommable sur E telles que

1. fn(x) −→ f(x) p.p. sur E

2. |fn| ≤ g ∈ L 1(E)

Alors f ∈ L1(E) et

lim
n→∞

∫
E

fn(x)dx =

∫
E

f(x)dx.

C’est le résultat central de la théorie de Lebesgue. Il en découle tous les théorèmes de
passage à la limite.

Son avantage par rapport à la théorie classique de Riemann, c’est son énoncé valable
pour tout type de domaine E pourvu qu’il soit mesurable. Son application est aisé puis-
qu’il ne demande qu’une domination.

De plus, c’est un résultat optimal
Preuve du théorème 9.2.3 de convergence dominée :
Puisque |fn| ≤ g ∈ L1(E) cela signifie que f ≤ g et donc que f ∈ L1(E).

D’autre part, puisque fn + g ≥ 0, le lemme de fatou 9.2.2 indique∫
E

f + g ≤ lim
n→∞

inf

∫
E

fn + g.

Ce qui implique, en retranchant g :∫
E

f ≤ lim
n→∞

inf

∫
E

fn.
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Mais on a également que g − fn ≥ 0 si bien que∫
E

g − f ≤ lim
n→∞

inf

∫
E

g − fn,

qui entraîne, toujours en retranchant g :∫
E

−f ≤ lim
n→∞

inf

∫
E

−fn

D’où ∫
E

f ≥ lim
n→∞

sup

∫
E

fn.

En conclusion, on a montré que

lim
n→∞

sup

∫
E

fn ≤ lim
n→∞

inf

∫
E

fn

Cela prouve que la limite existe et que cette limite vaut

lim
n→∞

∫
E

fn(x)dx =

∫
E

f(x)dx. �

9.2.4 Théorème de dérivation sous le signe intégral
Théorème 9.2.4. Soit f(x, y) une fonction mesurable et dérivable par rapport à y pour
presque tout x ∈ E, telle que cette dérivée partielle est mesurable dans E. Si∣∣∣∣∂f(x, y)

∂y

∣∣∣∣ ≤ g ∈ L1(E),

alors
∂

∂y

∫
E

f(x, y)dx =

∫
E

∂f(x, y)

∂y
dx.

9.2.5 Théorème de Fubini
Théorème 9.2.5. Soit f une fonction mesurable dans le domaine Ωx × Ωy. Si 0 ≥ f <
+∞ , et si

ϕ(x) =

∫
Ωy

f(x, y)dy ψ(y) =

∫
Ωx

f(x, y)dx

alors ϕ et ψ sont mesurables et∫
Ωx

ϕ(x)dx =

∫
Ωy

ψ(y)dy =

∫∫
Ωx×Ωy

f(x, y)dxdy
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Théorème 9.2.6. Formule de Jacobi∫
Ω

f(x)dx =

∫
D

f(T (u)) |JT (u)| du

où |JT (u)| est la Jacobienne (déterminant du gradient ou Jacobien) de l’application
T (u) = x.

9.3 Espaces L1 et L2

On note L1 l’espace L 1 pour lequel on a identifié toutes fonctions égales presque
partout : Deux fonctions f et g sont égales dans L1, si elles sont égales presque partout.
On dit que L1 est l’espace L 1 quotientée par la relation d’équivalence “égales presque
partout”.

Ainsi, dans L1(Ω), l’application

f −→
∫

Ω

|f |

est une norme.
On notera la norme L1 :

‖f‖
L1 =

∫
Omega

|f |

Théorème 9.3.1. Muni de sa norme naturelle, l’espace L1(Ω) est complet. On dit que
c’est un espace de Banach.

En mécanique, un espace fonctionnelle est particulièrement important : l’espace des
fonctions de carré intégrable :

L 2(Ω) =

{
f mesurable sur Ω /

∫
Ω

|f |2 <∞
}
.

L’espace quotient est notée de manière analogue par L2(Ω). On parle également d’espace
d’énergie finie.

L’espace L2(Ω) est muni d’un produit scalaire

(f, g) =

∫
Ω

fg

définissant une norme

‖f‖
Lf

= (f, f)1/2

(∫
Omega

|f |2
)1/2

.

Théorème 9.3.2. Muni de son produit scalaire induisant sa norme naturelle, l’espace
L

2(Ω) est complet. autrement dit, c’est un espace de Hilbert.

Les espaces de Sobolev dérivent de L2(Ω) et constituent le cadre mathématique des
formulations variationnelles ou principe des puissance virtuelles en mécanique.
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CHAPITRE 10

Transformation de Fourier des
fonctions

10.1 Préliminaires

10.1.1 Quelques intégrales utiles
Commençons par des valeurs remarquables (obtenues facilement en appliquant le

théorème de Fubini au carré des intégrales recherchées) :∫ +∞

−∞
e−x

2

dx =
√
π. (10.1)∫ +∞

−∞
e−

x2

2 dx =
√

2π. (10.2)∫
Rn
e−
|x|2
2 dx = (2π)

n
2 . (10.3)

10.1.2 Espace S (Rn)

Définition 10.1.1. S (Rn) est l’ensemble des fonctions f ∈ C∞(Rn) telles que ∀α ∈ Nn,
∀k ∈ N

lim
|x|→∞

|x|k|Dαf(x)| = 0
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où on note |x| =
√∑

i x
2
i , α = (α1, . . . , αn) et

Dαf(x) =
∂|α|f

∂xα1
1 . . . ∂xαnn

On appelle S (Rn) l’ensemble des fonctions à décroissance rapide sur Rn. On l’appelle
également espace de Schwarz. C’est un espace vectoriel.
Exemples.

— D(Rn) ⊂ S , noté également par C∞0 (Rn).
— e−x

2 ∈ S (R).
— e−|x| n’est pas dans S (non différentiable en 0).

Nous avons les définitions équivalentes :

Proposition 10.1.2. S est l’ensemble des fonctions f définies sur Rn telles que
1. ∀α, ∀β, lim|x|→∞ |xβ∂αf(x)| = 0 (si β = (β1, . . . , βn) on pose xβ = xβ11 · · ·xβnn ).
2. ∀α, ∀k, |x|k|∂αf(x)| soit bornée.
3. ∀α, ∀β, |xβ∂αf(x)| soit bornée.
4. ∀α, ∀k, |x|k|∂αf(x)| soit Lebesgue-intégrable.
5. ∀α, ∀β, |xβ∂αf(x)| soit intégrable.

Théorème 10.1.3. S est dense dans L1 et dans L2.

Voir les suites régularisantes.

10.1.3 Produit de convolution

Soit f et g deux fonctions de L1(Rn), alors Le produit de convolution de f et g est la
fonction

f ∗ g(x) =

∫
Rn

f(x− y)g(y)dy.

Les principales propiétés du produit de convolution sont :
— Le produit est commutatif
— L’effet de régularisation : si Dαf est définie et appartient à L1(Rn), alors

Dα(f ∗ g)(x) = Dαf ∗ g(x)

10.1.4 Suites régularisantes
Soit la fonction ρ de classe C∞ à support compact :

ρ(x) =

{
e
−1

1−|x|2 |x| ≤ 1
0 |x| ≥ 1

Alors la suite ρm(x) = ρ(mx) est une suite régularisante au sens que si f ∈ L1(Rn)
(resp. L2) alors, fm = f ∗ ρm est dans S est converge vers f dans L1 (resp. dans L2).
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10.2 Transformation de Fourier

Définition 10.2.1. Pour f ∈ L1(Rn) et y ∈ Rn on pose

f̂(y) =

∫
Rn

e−ix.yf(x)dx. (10.4)

f̂ , notée aussi Ff , s’appelle la transformée de Fourier de f . Elle existe car |e−ix.yf(x)| <
|f(x)| et f ∈ L1.

Théorème 10.2.2. Soit f ∈ L1, sa transformée de Fourier f̂ est continue, bornée et tend
vers 0 a l’infini.

Remarque 13. Pour une fonction f quelconque dans L1, f̂ n’est pas nécessairement
dans L1

Lemme 10.2.3. La transformation de Fourier est “invariante“ pour f(x) = e−
|x|2
2 :

F

(
e−
|x|2
2

)
(y) = (2π)

n
2 e−

|y|2
2 .

Théorème 10.2.4. Pour toute fonction f ∈ S et f̂ ∈ S et nous avons les relations :

x̂αf = (i)|α|∂αf̂(y) (10.5)

∂̂αf = (iy)αf̂ (10.6)∫
ψ(y)f̂(y)dy =

∫
ψ̂(y)f(y)dy (10.7)

La transformation de Fourier a donc la propriété fondamentale d’échanger les multi-
plications et les dérivations. Les propriétés précédentes restent valables tant qu’elles ont
un sens.

Nous avons le formule d’inversion :

Théorème 10.2.5. Si f ∈ L1 et f̂ ∈ L1, alors

f(x) = (2π)−n
∫
Rn

eix.yf̂(y)dy

Remarque 14. si f ∈ L1 et f̂ ∈ L1 ,

ˆ̂
f(x) = (2π)nf̌(x) = (2π)nf(−x).

Corollaire 10.2.6. Formule de Parseval – Si θ ∈ S , ψ ∈ L1,∫
ψθ̂ = (2π)−n

∫
ψ̂θ̂
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Corollaire 10.2.7. Formule de Plancherel – si ψ ∈ S , alors∫
|ψ|2 = (2π)−n

∫
|ψ|2

Théorème 10.2.8. Si f ∈ L1 et f̂ = 0, alors f = 0.

Autrement dit La transformation de Fourier est une application injective dans L1.

Remarque 15. Soit i l’injection de S dans L2 ; d’après la formule de Plancherel, si
f ∈ S , ‖i◦Ff‖2 = (2π)

n
2 ‖f‖2 (norme deL2), i◦F peut donc s’interpréter comme une

application linéaire continue de S muni de la topologie de L2 dans L2. Alors, d’après
un théorème de Banach, comme S est dense dans L2, i◦F admet donc un prolongement
continu linéaire unique à L2, noté provisoirement F̃ : L2 → L

2, dit transformation de
Fourier dans L2. On a donc pour toute suite (fν) dans S convergente vers f dans L2

F̃f(y) = lim
ν→+∞

∫
e−ix.yfν(x)dx

[on pourra par exemple prendre les (fν) dans D(Rn), ou même la suite régularisée par
convolution].

Remarque 16. Pour f ∈ L2, on n’a pas F̃f(y) =
∫
e−ix.yf(x)dx, en général.

Proposition 10.2.9. F̃ est bijective de L2 sur L2.

Par suite, on note abusivement, pour toute fonctions de L2,

F̃ = f̂ .

Théorème 10.2.10. La transformation de Fourier est un automorphisme topologique
de S .

10.3 Rapports avec la convolution

Proposition 10.3.1. Si f ∈ L1 et g ∈ L2, f̂ ∗ g = f̂ ĝ

Corollaire 10.3.2.
1. f et g ∈ S , f ∗ g ∈ S :

f, g ∈ S ⇒ f̂ , ĝ ∈ S

⇒ f̂ ĝ ∈ S

⇒ F−1(f̂ ĝ) = f ∗ g ∈ S

S est une algèbre pour la convolution.
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2. f, g ∈ S , f̂ g = (2π)−nf̂ ∗ ĝ
il suffit de montrer l’égalité de leurs transformées de Fourier, or

̂̂
fg = (2π)n

g

(fg)

= (2π)nf̌ ǧ

= (2π)−n
ˆ̂
f ˆ̂g

= (2π)−n̂̂f ∗ ĝ.

la transformation de Fourier dans S échange multiplication et convolution.

10.4 Exemples
Calculer les transformées de Fourier des fonctions définies sur R suivantes :

1. f1(x) = H(x)e−ax

2. f2(x) = 1[−a,a]

3. f5(x) = H(x)xke−ax

4. f6(x) = H(x)

où H(x) est la fonction de Heaviside :

H(x) =

{
1 x ≥ 0
0 x < 0
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CHAPITRE 11

Introduction à la théorie des
distributions

11.1 Introduction
C’est à Paris, en 1944, que Laurent Schwartz invente, en une nuit, sa théorie des

distributions, théorie qui lui vaudra une médaille Fields en 1950. Comme il le décrit lui-
même dans son autobiographie [Sch97], la théorie des distributions était inévitable, et
plusieurs théories contemporaines en étaient très proches dont notamment la théorie de
Sobolev.

La nécessité d’une théorie allant au delà de la définition classique des fonctions et du
calcul différentiel s’imposait par des exemples :

1. Fonction de Heaviside et sa dérivée
2. Ondes sans équations.

L’équation des ondes
∂2u

∂x∂y
= 0

a pour solutions générales u = f(x)+g(y) où f et g sont deux fonctions arbitraires
deux fois différentiables. La question naturelle est des savoir si dans le cas ou f
et g ne sont plus différentiables, on a toujours une onde ou non. L’expérience
physique montre que oui, bien que cela n’ait pas de sens mathématique, du moins
avec les définitions classiques de fonctions et de dérivées.
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11.2 Espace des fonctions infiniment dérivables à sup-
port compact

Définition 11.2.1. Le support d’une fonction continue f est la fermeture (ou l’adhérence)
de l’ensemble des x tels que f(x) 6= 0. On note :

supp f = {x / f(x) 6= 0}

Proposition 11.2.2. Dans Rn les ensembles compacts sont les ensembles fermés bornés.

Définition 11.2.3. L’ensemble des fonctions infiniment dérivables à support compact
dans Ω ⊂ Rn est noté D(Ω).

Exemples.

ϕ =

{
e
−1

1−|x|2 |x| < 1
0 |x| ≥ 1

On munit D d’une pseudo-topologie :

Définition 11.2.4. On dit qu’une suite ϕn ∈ D converge vers 0 si et seulement si ∃K un
compact tel que supp ϕn ∈ K ∀n et :

supK |ϕn| −→ 0
supK |∂αϕn| −→ 0.

On voit que les conditions de convergence sont “sévères” : on dit que c’est une topo-
logie fine (exigeante).

11.3 Théorie des distributions

Définition 11.3.1. On note D ′(Ω) le dual topologique de D(Ω). On l’appelle l’espace
des distributions sur Ω.

D ′(Ω) = {Formes linéaires continues sur D(Ω)}
= {T ∈ L (D(Ω),R) / ϕn → ϕ dans D(Ω) =⇒ T (ϕn)→ T (ϕ)}

On note indifféremment
T (ϕ) = 〈T, ϕ〉.
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11.3.1 Exemples de distributions

On définit l’ensemble L 1
loc des fonctions mesurables localement intégrable :

L 1
loc =

{
f /

∫
K

f < +∞, ∀K compact

}
.

Proposition 11.3.2. L 1
loc contient L 1, L 2, Cm, . . . .

Proposition 11.3.3. A toute fonction f de L 1
loc est associée une distribution qu’on notera

dans un premier temps [f ] :

〈[f ], ϕ〉 =

∫
R
nf(x)ϕ(x)dx ∀ϕ ∈ D .

On dit que [f ] est une distribution régulière.

Les distributions apparaissent ainsi comme une généralisation des fonctions.

Proposition 11.3.4. On note δ la distribution de Dirac, définie par

〈δ0, ϕ〉 = ϕ(0) ∀ϕ ∈ D .

〈δa, ϕ〉 = ϕ(a) ∀ϕ ∈ D .

11.3.2 Dérivation des distributions
Définition 11.3.5. Soit T une distribution dans Ω ⊂ Rn, sa dérivée partielle par rapport
à la variable xi est, par définition, la distribution

〈 ∂T
∂xi

, ϕ〉 = −〈T, ∂ϕ
∂xi
〉 ∀ϕ ∈ D .

De même, on a pour tout multi-indice α :

〈DαT , ϕ〉 = (−1)|α|〈T,Dαϕ〉 ∀ϕ ∈ D

Ainsi, toute distribution est infiniment dérivable. Par ailleurs, cette définition est une
extension de la notion classique de dérivée :

Proposition 11.3.6. Soit f ∈ L 1
loc et supposons que sa dérivée Dαf existe et soit loca-

lement intégrable, alors [Dαf ] (distribution associée à la dérivée) coïncide avec Dα[f ]
(dérivée de la distribution associée).

Proposition 11.3.7. Soit H(x) la fonction de Heaviside, alors [H(x)]′ = δ0. Autrement
dit, la dérivée de la fonction de Heaviside est la distribution de Dirac en 0.
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11.3.3 Opération sur les distributions
Définition 11.3.8. – Multiplication par une fonction C∞ – Soit T ∈ D ′(Ω) et soit f ∈
C∞(Ω), alors fT ∈ D ′(Ω) :

〈fT , ϕ〉 = 〈T, fϕ〉 ∀ϕ ∈ D .

Remarque 17. Si T ∈ D ′(Ω) et U ∈ D ′(Ω), le produit n’est pas défini a priori.

Définition 11.3.9. – Translatée d’une distribution – Soit T ∈ D ′(Rn) et a ∈ Rn, la
translatée de T par a est la distribution

〈τa, ϕ〉 = 〈Tx, ϕ(x− a)〉 ∀ϕ ∈ D .

11.3.4 Convergence au sens des distributions
Définition 11.3.10. On dit qu’une suite de distribution Tn converge vers T au sens des
distributions, si et seulement si

lim
n→∞
〈Tn, ϕ〉 = 〈T, ϕ〉 ∀ϕ ∈ D .

11.3.5 Support d’une distribution
Définition 11.3.11. On note supp T le support de la distribution T ∈ D ′(Ω) défini par

supp T = {A ⊂ Ω / supp ϕ ∈ A =⇒ 〈T, ϕ〉 = 0}
= { {A ⊂ Ω / ∃ϕ ∈ D(A) telle que 〈T, ϕ〉 6= 0}

Exemples. supp δ0 = {0}.
Proposition 11.3.12. Si une distribution est définie par une fonction f , on a

supp [f ] ⊂ supp f.

Proposition 11.3.13. Si supp T = {0} alors T est une combinaison linéaire de distri-
butions de Dirac en 0 et de ses dérivées.

T =
∑
α

Cαδ0.

11.4 Variantes des distributions

11.4.1 Distribution d’ordre finie

Définition 11.4.1. On note Dk′(Ω) l’ensemble des distribution d’ordre k ∈ N le dual
topologique de C k(Ω).

Exemples. δ0 est d’ordre 0, mais δ′0 est d’ordre 1.
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11.4.2 Distribution à support compact
Définition 11.4.2. On note E ′(Rn) l’ensemble des distributions à support compact.

Proposition 11.4.3. E ′(Rn) est le dual topologique de C∞.

Exemples.

11.4.3 Distribution tempérée
On rappelle que S , l’espace de Schwartz est l’ensemble des fonctions à décroissance

rapide voir la section 10.1.2

Définition 11.4.4. On note S ′(Rn) l’ensemble des distributions tempérées, le dual topo-
logique de S (Rn).

Exemples.

11.5 Produit de convolution de deux distributions

Définition 11.5.1. Soit T ∈ D ′ une distribution et ϕ ∈ D , le produit de convolution est
la fonction défini par

T ∗ ϕ(x) = 〈Ty, ϕx− y〉.

Exemples.
1. δ0 ∗ ϕ(x) = ϕ(x).

2. si f ∈ L 1
loc, alors [f ] ∗ ϕ(x) = f ∗ ϕ(x).

Proposition 11.5.2. Si T ∈ D ′ et si ϕ ∈ D alors T ∗ ϕ(x) est une fonction C∞. De plus,
on a

∂α (T ∗ ϕ) (x) = ∂αT ∗ ϕ(x) = T ∗ ∂αϕ(x).

Proposition 11.5.3. Si T ∈ E ′ et si ϕ ∈ D , T ∗ϕ(x) est une fonction à support compact.

Théorème 11.5.4. C∞ est séquentiellement dense dans D ′.

Preuve : par le produit de convolution avec la suite régularisante.

Théorème 11.5.5. Si T ∈ D ′ et T ′ = 0, alors T est une constante.
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CHAPITRE 12

Petite introduction à l’analyse
fonctionnelle

Même prudent, le titre est trompeur, il ne s’agit pas véritablement d’analyse fonction-
nelle mais, pour le moment, une collection de résultats théoriques concernant des espaces
de fonctions usuels en mathématiques appliquées et en mécanique en particulier. Les ré-
sultats qui suivent sont difficiles et peuvent être survolés sans conséquences en Licence
de Mécanique, mais pourront être acquises au cours de la maîtrise.

Il est essentiel, avant de vouloir résoudre un problème, de savoir s’il est bien posé ou
non : savoir il existe une solution au problème posé et si oui, savoir si il existe une ou
plusieurs solutions. Dans un cadre mécanique cela revient à savoir si la modélisation a un
sens ou non. En effet, il est vain de vouloir trouver une solution si elle n’existe pas et si il
existe plusieurs solutions, laquelle choisir ?

En bref, comment savoir si les équations, les conditions aux limites d’un problème
sont bien écrites, s’il n’en manque pas, s’il ne sont pas contradictoires.

A ces questions, seule l’analyse mathématique permet de répondre, en classant notam-
ment les problèmes, en les identifiant et en les regroupant par les propriétés des solutions
et de leur dépendance aux données.

L’intérêt de ce cadre mathématique est une maîtrise relative d’un cadre théorique de la
modélisation en mécanique : maîtrise des théorèmes d’existence, d’unicité et de la dépen-
dances des solutions aux données du problème, maîtrise également de l’approximation.

Naturellement, un résultat d’existence ne donne pas a priori d’indication sur la ma-
nière de rechercher la solution d’un problème. C’est là une des grandes difficultés de ce
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cadre théorique : des énoncés difficiles, abstraits, pour une pratique concrète quasi nulle
au métier d’ingénieur.

Enfin, c’était sans compter les ingénieurs qui ont mis au point la méthode des éléments-
finis, basés sur ce cadre théorique, permettant d’approximer les solutions d’un grand
nombre de problème mécanique.

12.1 Espace de Banach

Définition 12.1.1. SoitE un espace vectoriel normé, on dit que c’est un espace de Banach
s’il est complet.

Autrement dit, E est complet si toute suite de Cauchy dans E est convergente.

La notion d’espace complet induit des résultats d’existence. C’est la raison essentielle
pour laquelle on fait tant d’effort pour travailler dans des espaces de fonctions ayant cette
propriété.

12.1.1 Quelques caractérisations abstraites d’un espace de Banach
Théorème 12.1.2. Soit E un espace vectoriel normé, alors E est complet si et seulement
si les séries absolument convergentes (resp. normalement) sont convergentes.

Théorème 12.1.3. Soit E une espace vectoriel normé complet et soit un sous espace
vectoriel F ⊂ E. Si F est fermé dans E, alors F est lui même complet pour la norme
induite.

Théorème 12.1.4. Soit E un espace de Banach, alors son dual topologique E ′, c’est à
dire l’ensemble des formes linéaires continues sur E est aussi un Banach pour la norme

‖A‖E′ = sup
‖f‖E=1

|A(f)|

Les espaces de Banach permettent de définir simplement la notion de fonction conti-
nue et par suite le notion de différentielle :

Définition 12.1.5. Soit E et F deux espaces de Banach réel, et soit f une fonction définie
d’une partie ouverte U ⊂ E dans F . Alors f est continue en x ∈ U si et seulement si
f(x+ h) converge vers f(x) dans F , lorsque h converge vers 0 dans E :

f(x+ h) = f(x) +O(h)

Définition 12.1.6. Soit E et F deux espaces de Banach réel, et soit f une fonction définie
d’une partie ouverte U ⊂ E dans F . Alors f est différentiable en x ∈ U si et seulement
si il existe une application linéaire A de E dans F (on note A ∈ L(E,F )) telle que

f(x+ h) = f(x) + Ah+ o(h)

A est la dérivée de f en x, on la note généralement f ′(x).
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12.1.2 Quelques exemples d’espaces de Banach
Tout espace vectoriel réel ou complexe de dimension finie est un espace complet
pour n’importe quelle norme.
L

1(Ω) est complet pour tout Ω mesurable avec la norme

‖f‖
L1(Ω) =

∫
Ω

|f(x)| dx.

L
2(Ω) est complet pour tout Ω mesurable avec le norme

‖f‖
L2(Ω) =

(∫
Ω

|f(x)|2 dx
) 1

2

.

L
p(Ω), p ≥ 1 est complet pour tout Ω mesurable avec le norme

‖f‖
Lp(Ω) =

(∫
Ω

|f(x)|p dx
) 1

p

.

C1([O, 1]) est complet pour sa norme usuelle

‖f‖C1 = sup
[0,1]

|f(x)|+ sup
[0,1]

|f ′(x)| .

Cela se généralise pour l’ensemble des fonctions de classe C1 définies sur un com-
pact de Rn.

12.1.3 Quelques exemples d’espaces qui ne sont pas des espaces de
Banach

C1([O, 1]) n’est pas complet pour la norme

‖f‖∞ = sup
[0,1]

|f(x)| .

CR n’est même pas normable.
C1(]O, 1[) n’est même pas normable.

12.2 Espace de Hilbert
Les espaces de Hilbert sont très importants car ils sont à la base des théorèmes d’exis-

tence pour les problèmes issues de la Mécanique, notamment en ce qui concerne les for-
mulations variationnelles (ou principe des puissances virtuelles) qui entrent dans le cadre
de la théorie de Lax-Milgram.
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Définition 12.2.1. Soit H un espace vectoriel. Un produit scalaire sur H est une forme
bilinéaire définie positive symétrique a(u, v) de H ×H à valeur dansR. Une telle forme
bilinéaire induit une norme

‖u‖a = {a(u, u)}
1
2 .

Définition 12.2.2. Soit H un espace vectoriel muni d’un produit scalaire, on dit que H
est un espace de Hilbert s’il est complet pour la norme associée au produit scalaire.

Ainsi, un espace de Hilbert est un cas particulier d’espace de Banach.

12.2.1 Quelques exemples d’espaces de Hilbert

L
2(Ω) est un Hilbert pour tout Ω mesurable avec le produit scalaire :

(f, g)L2 =

∫
Ω

f(x)g(x)dx

H1(Ω) est un Hilbert pour tout Ω mesurable avec le produit scalaire :

(f, g)H1 =

∫
Ω

f(x)g(x)dx+

∫
Ω

∇f(x).∇g(x)dx

12.2.2 Principaux résultats sur les Hilberts
Théorème 12.2.3. Représentation de Riesz – Soit L une forme linéaire continue définie
sur un Hilbert H . Il existe un unique f ∈ H tel que

(f, v)H = L(v)∀v ∈ H.

Théorème 12.2.4. SoitH un espace de Hilbert séparable, alors il existe une suite en ∈ H
telle que

1. ‖en‖H = 1

2. (en, em)H = δn,m

3. l’espace vectoriel engendré par les en est dense dans H :

∀u ∈ H u =
∞∑
n=0

anen

avec
an = (u, en)H

et

‖u‖H =

{
∞∑
n=0

a2
n

} 1
2

.
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