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SUR LA RIGIDITE GEOMETRIQUE DES SURFACES.
APPLICATION A LA THEORIE DES COQUES ELASTIQUES MINCES.
These de 1'Université Pierre et Marie Curie
Soutenue le 22 Septembre 1995 par Daniel Choi.

INTRODUCTION GENERALE.

Considérons une coque élastique. C'est un corps élastique dont la forme est proche d'une surface

avec une épaisseur petite. L'objet de la théorie linéarisée des coques élastiques est d'étudier le
comportement, c'est a dire les déformations ou les déplacements, d'une coque élastique sous 1'action
de forces extérieures, supposée petites ou faibles de sorte que la coque déformée soit proche de son
état "naturel", pour que I'étude reste dans un cadre linéaris€. Ce comportement dépend
naturellement de la forme de la coque, c'est a dire de la géométrie de la surface (que la coque
approche) et de son épaisseur. Une théorie asymptotique des coques €lastiques minces consiste a
étudier le "comportement limite" lorsque 1'épaisseur tend vers zéro, c'est a dire lorsque la coque
tend vers une surface. L'étude des coques minces est tout a fait d'actualité, a cause d'une tendance,
dans l'industrie moderne, a I'économie et a la performance dans les matériaux utilisés, ou I'on vante
des structures de plus en plus 1égeres et de plus en plus fines, signe de progres.

" la statique et la dynamique des coques élastiques minces est - a 'heure actuelle - relativement mal
connue et pose des problemes redoutables et inattendus [...] des difficultés fondamentales

apparaissent pour des épaisseurs trés petites "L

En partant d'un modele bidimensionnel de coques, celui de W. T. KOITER, ou en partant de
I'élasticité tridimensionnelle, E. SANCHEZ-PALENCIA a mis en évidence deux comportements(2)
tres différents suivant que la surface (limite de la coque) admet ou non des déplacements, dits
inextensionnels, laissant la métrique (les longueurs intrinseéques) de la surface invariante au sens
linéarisé ; on dira qu'une surface est géométriquement rigide ou inhibée si elle n'admet pas de
déplacement inextensionnel.

Cette différence de "comportement limite" a une importance fondamentale dans 1'étude des coques
minces et met en lumiere certaines difficultés rencontrées dans des études numériques. D'une part
dans le cas d'une surface non-rigide (dit des coques a flexions pures non-inhibées ou plus
simplement des coques en flexion) le comportement limite se situe dans I'espace des déplacements
inextensionnels et met ainsi en évidence des situations de grande faiblesse de la structure qui
peuvent passer inapergues par le calcul(3) . Dans le cas d'une surface rigide ou inhibée, il convient
de nuancer la rigidité par la notion de surface bien-inhibée et de surface mal inhibée introduite dans
[Sanchez-Palencia,89]. Pour une surface bien inhibée(4) le probleme limite aboutit a un probleme
bien posé, c'est le cas des coques membranaires(5). Mais pour une surface mal inhibée, le probleme
limite peut conduire a des instabilités, une sensibilité exacerbée, ou sensitivité par rapport aux
données(6), ce qui implique une impossibilité pratique d'obtenir une étude numérique correcte.



Il est donc essentiel pour qui étudie des coques minces, d'avoir une connaissance théorique de la
rigidité (géométrique) de la surface moyenne d'une coque mince. C'est 1'objet principal de ce
mémoire.

L'admissibilité (I'existence) de déplacements inextensionnels sur une surface dépend de sa
géométrie, des conditions aux limites cinématiques (fixation ou encastrement sur une partie du
bord), enfin de sa structure, c'est a dire de la présence d'un ou plusieurs plis. On s'en convainc
facilement en observant des faits "quotidiens" : en prenant par exemple une feuille (de papier) et en

la tenant par un ou deux bouts : la feuille ne "tient" pas, elle a tendance a "tomber" (sous 1'action de
la pesanteur)

\\ the et tadice

Figure 0.1.

cependant qu'en lui donnant une forme courbe, elle "tient". Elle est comme rigidifiée. C'est ainsi
que l'on procede usuellement pour lire un journal (par exemple). Cela met en évidence pour des
conditions aux limites similaire, la différence de comportement suivant la géométrie de la coque,
voir figure 0.2.
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Figure 0.2.

Une autre observation "quotidienne" nous permet de déduire 1'effet "rigidifiant” des plis. Prenons
une feuille (de papier) pliée en deux. On constate que l'aréte de pli est rigide. Prenons encore une
cocotte en papier, c'est une feuille de papier plié en plusieurs endroits convenables. Nous constatons
qu'elle est "rigide". D'autres objets usuels avec un pli (qui n'est pas une droite) sont rigides, par
exemple un chapeau. Mais il nous faut déja dans 1'exemple de la feuille remarquer différents types
de pli. D'une part, pour une feuille 1égerement pliée, c'est a dire 1égerement "abimé" ou plutdt "pas



abimé", 1'angle formé par le pli a tendance a rester constant lors d'une déformation, on dira que le
pli est a angle fixe. D'autre part si la feuille est tres abimée, comme lorsqu'on "pince" trés fort, de
sorte que l'angle de pli peut varier sans contrainte, on dira que le pli est a appui simple.

Ces observations heuristiques ne sont pas nouvelles, la théorie des déplacements inextensionnels sur
une surface est classique et depuis fort longtemps. On peut en trouver un exposé, réunissant de
nombreux travaux effectués sur le sujet, dans "Lecons sur la théorie générale des surfaces" de G.
DARBOUX, publié en 1894. Il s'agissait déja de répondre a des problemes issus de la déformation
des coques. Sur la rigidité d'une surface, la théorie classique concerne les surfaces sans bord tels
que les ovoides (chacun sait qu'un oeuf est "incassable") et plus généralement les surfaces convexes,
pour lesquelles des arguments géométriques de convexité suffisent a montrer la rigidité, nous
renvoyons a "Intrinsic geometry of convex surfaces" de I. POGORELOV, voir également
[Vekua,59]. En ce qui concerne les surfaces avec bord, d'un point de vue historique, la monographie
"Generalised analytic functions" de I. N. VEKUA est fondamentale. Elle contient de nombreux cas
de rigidification de surfaces, dont certains pour des surfaces contenant des plis, mettant a profit la
théorie des fonctions analytiques généralisées ou pseudo-analytiques. En fait, les effets (sur la
rigidité) d'un pli sont moins bien connus que les effets de fixation ou d'encastrement d'une surface
sur une partie de son bord, dans sa monographie, VEKUA ne considere essentiellement les surfaces
avec plis que dans le cas d'une surface de type elliptique, mettant a profit la théorie des fonctions
analytiques généralisées ou pseudo-analytiques(7). Et a notre connaissance, peu ou pas de recherche
significative n'avait été effectuée, concernant les cas de surfaces de type hyperbolique avec un ou
plusieurs plis.

C'est donc plutdt dans cette direction (surfaces hyperboliques avec un ou plusieurs plis) que nous
avons orienté nos recherches et trouvé des cas nouveaux de rigidification (surtout dans le cas de plis
a angle fixe), dont un cas curieux de rigidité d'un certain type de pli (théoreme 4.4.4) soulignant le
role particulier en théorie des déplacements inextensionnels que jouent les lignes asymptotiques(8)
d'une surface. Nous avons également considéré les cas de surfaces réglées développables dont la
forme générale d'un déplacement inextensionnel est connue, et pour lesquelles nous avons des cas
nouveaux de rigidification. Les démonstrations, un peu techniques, sont en fait des théoremes
d'unicité de problemes associés a un systeme d'équations aux dérivées partielles linéaire du premier
ordre, que nous appelons systeme de flexion, satisfaites par tout déplacement inextensionnel.

La nouveauté (technique) de notre travail par rapport aux références classiques repose sur
l'introduction et 1'utilisation quasi-systématique dans nos démonstrations d'un espace non-classique -
espace introduit par l'auteur dans [Choi,93] - que nous avons noté R(S), isomorphe a l'espace des
déplacements inextensionnels (modulo les déplacements dits triviaux ou rigides), dérivé de la
notion de champs de rotation infinitésimale définis sur S, qui sont des objets classiques associés aux
déplacements inextensionnels. Une propriété fondamentale des éléments de R(S) est qu'ils sont
tangents a la surface. Ce qui permet de "traduire" d'une maniere simple dans R(S) des conditions de
plis a angle fixe (proposition 4.2.3) qui sont compliquées lorsqu'on les exprime en terme des
composantes covariantes d'un déplacement(9). C'est ce qui va nous permettre d'obtenir des résultats

nouveaux de rigidité de certaines surfaces avec des plis.



Ce mémoire, hormis l'introduction, est constitué de cinq chapitres.

Les premier et deuxieéme chapitres sont consacrés a des rappels concernant les systeémes d'équations
aux dérivées partielles (EDP) linéaires du premier ordre et la théorie locale des surfaces. Nous y
rappelons les notions, fondamentales pour la suite, de courbes caractéristiques d'un systeme
d'équations aux dérivées partielles et des lignes asymptotiques d'une surface, ces deux notions étant
étroitement liées dans le cadre des déplacements inextensionnels d'une surface. Ils sont la base
technique de tout notre mémoire, il nous a donc semblé indispensable d'en faire un exposé
élémentaire. Dans le premier chapitre, consacré aux systemes linéaires d' EDP(10), nous définissons
les classiques probleme de Cauchy (définissant la notion de courbes caractéristiques) et probleme de
Goursat (pour les systemes hyperboliques). Nous y indiquons, sans démonstration, les théoremes
classiques d'unicité de régularité et de prolongement des solutions d'une EDP. Mais nous
démontrons l'existence et 'unicité d'une variante non-classique du probleme de Goursat (théoréme
1.2.8). Tous les théoremes d'unicité donnent lieu au quatrieme chapitre a des théoremes de rigidité.

Au deuxieme chapitre, nous exposons des éléments de la théorie locale des surfaces(11). Nous y
rappelons les définitions des premiere et seconde formes fondamentales décrivant qualitativement la
géométrie de la surface (respectivement les longueurs et les courbures) ; la seconde forme
fondamentale définit en particulier, en tout point de la surface, la courbure totale en ce point. Le
signe de la courbure totale donne alors la classification usuelle des points d'une surface, cela
correspond, en un point d'une surface, a l'existence d'aucune, d'une ou de deux directions
asymptotiques (qui annule la seconde forme fondamentale) distinctes. La notion de direction
asymptotique définit alors la notion de ligne asymptotique.

Dans le troisieme chapitre nous faisons un exposé sur les déplacements inextensionnels d'une
surface, explicitant le systeme de flexion(12). C'est un systeme d'équations aux dérivées partielles
du premier ordre qui a la particularité, en coordonnées cartésiennes, d'¢tre non-Kowaleskien ; de
facon classique ce systeéme est "équivalent”, dans un certain sens, a une équation différentielle du
second ordre dont les courbes caractéristiques sont les lignes asymptotiques de la surface. Nous
présentons ensuite, découlant du systeme de flexion, des propriétés de régularité des déplacements
inextensionnels. Puis nous développons la notion de champ de rotation infinitésimale associé a un
déplacement inextensionnel, aboutissant a l'espace R(S) qui s'avérera étre la clé de toutes nos
démonstrations concernant des cas de rigidification par des plis. Les €léments sont également
caractérisés par un systeme d'équation aux dérivées partielles du premier ordre que nous désignons,
par analogie, systeme de flexion dérivé et dont les propriétés sont naturellement similaires a celles
du systeme de flexion.

Le quatrieme chapitre est consacré a la rigidification (géométrique) proprement dite des surfaces.
Dans la premiere section, nous exposons des cas classiques de rigidification par une condition
cinématique au bord, telle une fixation. Nous considérons alors, dans la deuxieme section, les effets
d'un pli - notamment a angle fixe - sur une surface. Nous présentons ensuite divers exemples (dont
certains nouveaux) illustrant tous les cas de configurations possibles (inhibée avec un pli, non-
inhibée avec un pli). La troisieme section est consacrée a la rigidité du cas particulier de pli
mentionné plus haut, généralisant en quelque sorte la rigidité des plis droits. Enfin, dans la
quatrieme section, nous exhibons des exemples (nouveaux) de rigidification des surfaces par deux
plis. Nous reprenons les exemples que nous avions montrés dans [Choi et Sanchez-Palencia,93]



dans le cas d'une surface réglée et nous y ajoutons une généralisation du cas réglée non-
développable (théoreme 4.5.6). C'est a dire que pour une surface hyperbolique générale lorsque les
deux plis a angle fixe se rejoignent en un point M, nous montrons la rigidité au voisinage de M,
pourvu qu'il n'y ait pas de ligne asymptotique issue de M et séparant les deux plis (hypothese que
nous nommons "condition PLASP").

Le cinquieme chapitre est consacrée aux applications a la théorie asymptotique des coques minces.
Nous y rappelons la formulation variationnelle du modele bidimensionnel linéarisé de coques de W.
T. Koiter et les différents "comportements limites" lorsque 1'épaisseur de la coque tends vers zéro,
selon que la surface moyenne de la coque est inhibée ou non, bien-inhibée ou non, que nous avons
évoqués au début de cette introduction. Nous inscrivons dans ce contexte le résultat de rigidité
obtenu, au théoreme 4.5.6 ou une surface hyperbolique admettant deux plis a angle fixe se
rejoignant et satisfaisant a la condition "PLASP" : en supposant que les surfaces adjacentes sont
également hyperboliques de telle sorte que I'ensemble soit entierement inhibé, nous démontrons
alors un résultat supplémentaire, dans ce cas la coque est sensitive.

1. (1) Cit. E. Sanchez-Palencia "Surfaces et coques élastiques minces. Nouveaux résultats. Nouveaux problemes. Nouveaux

défis". La vie des sciences, a paraitre.

2. (2) Voir [Sanchez-Palencia,89 et 90], voir également [Sanchez-Palencia,92].

3. (3) Voir [Sanchez-Palencia,89] et [Akian et Sanchez-Palencia,92].

4. (4) Clest le cas par exemple d'une surface elliptique fixée sur tout son bord ou encore d'un ovoide.
5. (5) Voir [Ciarlet et Sanchez-Palencia,93 et 95] ou [Ciarlet et Lods,94].

6. (6) Voir [Lions et Sanchez-Palencia,94 et 95].

7. (7) Concernant la théorie des fonctions anayltiques généralisés ou pseudo-analytiques, voir également [Bers,53] et

également a [Courant-Hilbert] pour un exposé introductif.
8. (8) Lignes asymptotiques qui n'existent pas dans les cas d'une surface elliptique, voir la définition 2.3.3.
9. (9) Voir 'expression (5.3.26) dans ce mémoire, ou [Niordson,85].

10. (10) Nous renvoyons pour un exposé€ complet sur la théorie des systemes linéaires aux dérivées partielles, a "Methods of
Mathematical Physics", volume 2 de R. Courant et D. Hilbert. Nous avons également consulté [Chazarain et Piriou,81],

[Hadamard,64], [Necas,66] ou encore [Smirnov,64].

11. (11) Nous renvoyons pour un exposé sur la théorie des surfaces a divers manuels tels que [Klingenberg,81], [Spivak,75]

ou encore [Stoker,69]. (12) On dit aussi systeme de rigidité, voir [Geymonat et Sanchez-Palencia,94].



Chapitre 1. Systémes d'E.D.P. linéares du premier ordre adeux variables indépendantes. 1

CHAPITRE 1.

SYSTEMESD'EQUATIONSAUX DERIVEES
PARTIELLE SLINEAIRESDU PREMIER ORDRE A
DEUX VARIABLE SINDEPENDANTES.

1.1. PROBLEME DE CAUCHY ET COURBES CARACTERISTIQUES.
THEOREMES D'UNICITE.

Soit Q un ouvert conrexe de R? avec les paramétres y* et y*. On désigne par
u = (u,U,...u) unefonction d&finie sur Q, avaleur dans R". On nae:
ou

u’a = aya :aau :(aaul,aauz,...,aaun).

Soit P I'opérateur différentiel du1* ordre:

(1.1 Pwy=A2%.459Y
ay- oy

OUA = () et B =(b;) sont des matrices nxn de fonctions rédles sur Q. Nous noterons
danslasuite:

P(uy=Au,;+Bu,.

Considérons le systéme linédre de n équations aux dérivées partielles du I°
ordre:

(1.1.19) P(u)=f(y', y*,u) dansQ,
ouf = (f,f,,..f,) unefonction dfinie sur Q et qui peut dépendre de u.
Soit ' une murbe de Q, définie de maniere implicite par une fonctionrédle¢ :

(1.13 r={y'\y)OvOQ/ g¢yy) =0}

On suppase que ¢ est suffisamment réguliére @ @,° +@,” #0, de sorte que I est

réguliere.
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Une courbd™ dans un domairig

Figure1.1.1

PROBLEME DE CAUCHY ET COURBES CARACTERISTIQUES.

Etant donrée une fonction dfinie sur I @ ¢ = (Y,W,,...b), que nous
suppaserons réguliére (de dasse C'), le probléme de Cauchy (P) consiste adéerminer
une fonction solution ce I'équation (1.1.1a) et satisfaisant aladonnéede Cauchy :

u =1y lelongdd.

1.1.1.Définition. - Sat un espace fonctionrel V. On dt que le probléme de Cauchy (P)
est bien posé dars V sl existe une unique solutionu darmsV au probléme (P).

1.1.2.Remarque. - Ladéfinition 1.1.1 @ probléme "bien pcse" doit étre nuancéeselon
gue la dépendance de la solution du pobleme de Cauchy est continue ou non(pour des
topdogies donrées) par rappat aladonréede Cauchy ; dans |'affirmative, on dt quele
probléme de Cauchy est bien posé au sens de Hadamard, voir [Hadamard,64. o

1.1.3. Définitions. - Considérons le probléme de Cauchy (P) avec une donrée de
Cauchy sur une @murbeI” définie par une fonction ¢ comne en (1.1.2.

Lacourbel est ditelibre ounon-caractéristique si det(@, A+@,B) # 0 partout lelong
derl.

Lacourbel est dite caractéristique si det(¢@, A+@,B) =0 partout lelong e T.
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Justifions la dénomination "caradéristique” dela définition 1.1.2. Etant donré
u=y sur une ourbe I', cherchors a déterminer les valeurs de toutes les dérivées
partiell es premiéres des inconnues (uy,u,,...u,) en chague point dela curbel .

D'une part, le systeme (1.1.7) donre n équations. Et d'autre part, en dérivant u =  le
long de " (c'est-a-dire suivant les diredions tangentes®) le long de I'), nows obtenors n
équations suppdémentaires :

Qu,—@Q,u,=Yy".
D'oule systeme linéare de 2n équations a 2ninconnwes en chaque point de T :

(1.1.3 A B mu,O_ Ef(tIJ)D_

U
0 =
Bp,zln _(p,lInD:u,ZD g’

Il est fadle de voir que:

oA B [
det =det(p, A+ @, B].
%p,z I n —0, I n E ((p’l 2 )

Aing, le systémelinédre (1.1.3 est inversible (ou de Cramer) si et seulement s :

det(p, A+@,B)#0lelongder,

Cest adires I est non-caradéristique.

Dans le ca& contraire, si la ourbe I est caradéristique, la donréede Cauchy Y ne peut
pas étre quelconque : en tout point de I', [f(Y),P’'] doit appartenir a l'image de
I'application linédre associée alamatricedu systeme (1.1.3). C'est adire que lafonction
Y dait vérifier une cetaine éuation e ompatibilit €, mais on oldient alors une infinité
de solutions ; sinon, le systéme (1.1.3 (et dorc le probléme de Cauchy) ne possede pas
de solution. D'oul la propasition :

1.1.4.Proposition. - S la courbe I est une murbe aractéristique de (1.1.1), aors le
probléme de Cauchy (P) n'est pas bien pcsé.

(*) sur S une hypersurfaceq(y’,..y") = 0, ure diredion a = (a",...a") est tangente S si la dérivéede ¢
dansladiredionaest nule:

y" +a's)=a'p,+...+a"p, = 0-
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1.1.5.Remarque. - Etant donre le probleme de Cauchy (P), faisons le changement de
variable:

X' =@y, y?),
X2 =0y, y?),

ou ¢ est une fonction gquelconque. En pcsant :
u(x',x*) =u(y", y*),
I'opérateur diff érentiel P devient :
P(u) = P(li) = Al,+BU,

avec E\:[(p’lA+(p‘2 B] et I§=[¢’1A+¢’2 B]. S bien que A et inversble s la

courbe I' est libre. On peut aors ramener le probléme de Cauchy (P) ala @nfiguration
suivante:

O u,+Bu,=f damsQ.
E u=uy surx' =0.

(1.1.9

C'est la configuration wsuelle du probléeme de Cauchy. o

Reprenors le probleme de Cauchy (P). Si la wurbe I est libre, nows avons vu
(dans la propasition 1.1.3 quil est posshle de déterminer toute les dérivées partielles
premieres des inconntes (u,,u,,...u.) lelong de I'. Dans e ca ou tous les coefficients et
la donrée de Cauchy sont analytiques et si I' est elle méme une urbe analytique®,
nous pouvors en réitérant le méme procédé, déterminer les dérivées partielles des
(u,u,,...u,) atous les ordres et en tout point de I'. La série etiére dnsi obtenue en
chaque point de ™ est convergente dans un vdsinage du pant de I' considéré™) :

1.1.6.Théoreme (Cauchy-K owaleska). - Etant donre le systeme (1.1.1) avectous s
coefficients andytiques et une curbe andytique I libre pou (1.1.1). Pour toute

(*) C'est adire quela murbe I peut étre définie par un paramétrage analytique. Si bien que le probléme de
Cauchy (P) peut se ramener dansla configuration (1.1.4) avecdes coefficients analytiques.

(") Nous renvoyons pour une démonstration du théoréme de Cauchy-K owaleska adivers manuels tels que
[Courant et Hilbert] ou [Chazaain et Piriou,81].



Chapitre 1. Systémes d'E.D.P. linéares du premier ordre adeux variables indépendantes.

donrée de Cauchy andytique, il exste un voisinage de I' ou il exste une unique

solution andytique au probléme de Cauchy (P).

Nous voyons ainsi |e réle fondamental que joue une @urbe caadéristique pour
le probleme de Cauchy. C'est de plus une nation qu ne dépend pes du choix des

parameétres :

1.1.7.Proposition. Sat P I'opérateur différentiel du I ordre défini comne en (1.1.0),

alors les courbes caractéristiques de P sont invariantes par changement de variables.

Preuve : Soit x' = x'(y',y°) et X* = x*(y",y?) un changement de variable & ' une murbe

caradéristique de P. I est déaite par @(x*,x%) = @(y", y*) = 0. En pcsant :
u(x', ) =u(y', y*),

I'opérateur P se réégit dansles nouwelles variables :

P(0)=A0G,+B

~  [Bx* ox* [Dx? x>

a\/ecA-E’T +—B e B= Eﬁ_A _BE

Ainsi, T est une wurbe caadéristique pou P si det(p, A+ @, B) = 0. Développors:

H

oU NOoLs remnnaisvNs

L ox* & oxt =~ 6x2[
+@ .
17 P gyt 3 1 * " Pray? TP oyt
D'ou: det (9, A+@,B) =det (9, A+9,B)=0surl, CQFD.=

1.1.8.Remarque. - Dans la @nfiguration du pobléme de Cauchy (P), il se peut que le
det(p, A+ @, B) soit nul quelle que soit la fonction ¢, C'est a dire que toute wurbe I
dans Q est une murbe caadéristique pou le probléme de Cauchy (P). Dans ce ca, il
n'est pas possble de ramener le probléme de Cauchy sous laforme (1.1.4, on dt quele
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systéme est nonkowaleskien. C'est un cas pathdogique de systéme linédre du I* ordre
dort la théorie des déformations inextensionrell es d'une surfacedonre un des premiers
exemples historiques, viale systeme de flexion en coordonrée catésienne (3.6.2. o

1.1.9.Remarque. - Magré I'hypothése trés restrictive @ncenant l'analycité des
coefficients et de la donrée de Cauchy, il n'existe pas dénoncé plus généra au
théoreme 1.1.6. En effet il existe des exemples de systémes aux coefficients tres
réguliers (de dasse C”) et qui n‘admettent aucune solution®. o

A priori, le théoreme de Cauchy-Kowaleska nindique l'unicité que pou des
solutions analytiques. L'unicité est en fait plus générae.

THEOREMES DE HOLMGREN ET DE CARLEMAN.

Considérons I'opérateur différentiel P défini en (1.1.1), nows avons les classques
théoréemes d'unicité :

1.1.10.Théoréme (Holmgren) ). - Sat u 00 H? une solution du wobléme P(u) = 0 ou
les coefficients de P sont andytiques et u = 0 sur une ourbe I' noncaractéristique de
classe C". Alors u est identiguement null e dans un voisinage de dhaque point deT.

Le théoréme est valable pou des g/stemes a un nanbre de variables quelcongue.
Cependant, pou un systeme adeux variables, le théoreme de Holmgren a éé éendu
pou des gstémes a wefficients de dase C* et a caadérigtiques smples (i.e. la
multiplicité des radnes de det (§,A + ¢,B) = 0 est 1) par H. CARLEMAN, voir
[Carleman,39.

1.1.11.Théoréme (Carleman). - Satu O C"(Q), m=> 0, solution ¢k I'équaion (ou
systeme) aux dérivées partielles : P(u) = 0, avec un operateur différentiel P, défini
comme e (1.1.1), dort les coefficients sont de dasses C* et dort les caractéristiques
sont simples. Sat I une portion e wurbe réguliére (de dase C?) de Q. S u est nulle
sur I, alors u est identiquement nulle darns un voisinage de dhagle point deT .

() Voir [Hérmander,196( ou [Lewy,1957 ou encore [ Tréves, 1963.

(™) Nous renvoyons & [Courant et Hil bert] et &[Chazaain et Piriou,81] pour un énoncé plus général et
une preuve du théoréme d'unicité de Holmgren.
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Les théorémes d'unicité précdents nt des énorncés locaux, mais on peut dans
cetain cas prédser le domaine d'unicité. cda dépendra dors de la nature du systeme,
nous allons prédser cda al cours des deux sedions slivantes de ce biapitre.

1.2. CAS D'UN SYSTEME HYPERBOLIQUE. DOMAINE DE DETERMINATION.
PROBLEME DE GOURSAT POUR UN SYSTEME DE DEUX EQUATIONS.

Soit u ure fonction définie sur Q, un ouwrt connexe de R®. Considérons
I'opérateur différentiel du I ordre P comme en (1.1.1) mais en prenant, sans perte de
générdlité pou lasuite, A =1 :

(1.2.9) P(u)=u,+Bu,=f.

Soit I une ourbe de Q définie de maniéere implicite par une fonction rédle ¢ comme
en (1.1.2. On pourasuppaser, sans perte de génerdite, @, # 0. En posant

(1.2.2 T=0,/0,,
la courbe I est une murbe caadéristiquede (1.2.]) s :
(1.2.3 D(t)=det(B-1l,)=0.

D(1) éant un pdyndme de degré n en 1, il possde au plus n radnes rédles, distinctes
ou non.

1.2.1.Définition. S toutes les racines de D(1) sont rédles, on dt que le systéme est
hyperbalique ou acaractéristiques rédles. S de plus les racines nt 2 a 2 dstinctes,
on dt que le systeme (1.2.7) est strictement hyperbadique. o

A l'oppcsé, si toutes les radnes de D(t) sont complexes, nonrédles (cda et posshble
lorsque n est pair), on dt aors que le systéme (1.2.1) est elli ptique.

PROBLEME DE CAUCHY POUR UN SYSTEME HY PERBOLIQUE.

Nous suppasons désormais, et pou toute la suite de cdte sedion, qie le systéme
différentiel (1.2.1) est hyperbadique. Si de plus le systéme est strictement hyperbadli que
alors lamatrice B est diagondlisable, de sorte que le systéme (1.2.7) peut étre remplacé
par un autre, linédarement équivalent (moduo unisomorphisme), avec une matrice B
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diagonale. Considérons aors le probléme de Cauchy avec f = (f,,f,, ,f,) et
0=l 0,

0 u,+Bu,=f dansQ
(P) E u=y sury'=0.

Soit P un padnt de wordonrée (y:,y’). Tragns les courbes caradéristiques
C,,...C, del'opérateur P issues du pant P. Elles coupent I'axe y* = 0 aux pointsP,,...P,.

P
__ - Courbes caracteéristiques.
A4 /I
4
yt =0
P
P ) P ) K
Yo
Figure1.2.1.

1.2.2.Définition. - La région ddimitée par les points P,,...P, est appelé domaine de
dépendancedu pont P, onlencdtey,. o

1.2.3.Définitions. - Sdt o, un segment de I'axe y' =0. Le domaine dinfluence du
segment o est I'ensemble des points dort |le domaine de dépendarce et intersedé par o.
Le domaine de détermination isau du segment o est I'ensemble des paoints dort le
domaine de dépendarce et inclusdars o ; onlenote Dy(0). o

Les définitions 1.2.2 et 1.2.3 sont fondamentales en théorie des systemes
différentiels linédres hyperboiques. En effet, elles définisent les ensembles dans
lesquell es une donrée de Cauchy a dfedivement une influence sur une solution et en
particulier I'ensemble dans lequel elle détermine une solution. Nous avons le théoreme
dunicité® :

(*) Nous renvoyons & [Courant et Hilbert] p 445448 pair une démonstration.
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1.2.4.Théoreme. - Sat le probléme de Cauchy homogene (P,), avec ' une murbe
libre:

u,+Bu, =0 dnsQ
P gt

N u=0 surl.
S le systeme est hyperbadlique alors, u est identiquement nul darms D(I"), le domaine de
déterminationisau del. o

1.2.5.Remarque - Dans le ca d'un pobléme de Cauchy pour un systeme hyperbalique
analytique, c'est adire a oefficients analytiques et une donréede Cauchy anaytique, les
notions qui précé&ent n'ont plus de sens. En effet, dans ce ca&, la solution est
entierement déterminéepar prolongement analytique unique. o

SYSTEME HYPERBOLIQUE DE DEUX EQUATIONS. PROBLEME DE GOURSAT.

Soit Q un ouwert de R® avec les paramétres y* et . Pour toute fonction
v = (v,,V,) définie sur Q, nows considérons le systeme diff érentiel linédre du 17 ordre:

[0 —_—
v~V =0

a —_
Voo =,V =0

(1.2.

ou les coefficients ag sont des fonctions continues sur Q..

Le systeme différentid (1.2.6 est strictement hyperboique & ses courbes
caadéristiques ot les courbes ay' = constante @ les courbes ay* = constante. Tous les
systémes différentiels linédres du I ordre strictement hyperboliques peuvent se
ramener (par un changement de variable) souslaforme (1.2.6 dite forme diagonde.

Nous alons considérer maintenant, des problémes de vaeurs "initiades'
diff érentes du probléme de Cauchy. Il sagit du probléme de Goursat ou onse donre des
valeurs "initiales’ non pgus sur une méme @urbe transversale aux caradéristiques mais
des donrées (quon poura désigner, par analogie, comme des données de Goursat) sur
une ourbe caadéristique C et sur une murbe I, transversale aux caradéristiques. De
plus, ces deux courbes sSintersedent en un pant et sont telles quil n'y ait pas de curbe
caadéristique entre C et " (voir figure 1.2.2).
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~ courbel

Il n'y a pas de courbes caratéristiques de (1.2.6)

separant les courbds et C.

< ____ courbeC

Figure1.2.2

1.2.6.Théoréme (probléme de Goursat). - Posons Q = [0,T,]x[0,T,] un damaine de R?
et soit I une urbe réguliére de Q contenart le point (0,0), donréepar

r={y'y)/y =6}

ou ¢ est unefonction hjedive définie sur [0,T,] et a valeur dars [0,T,] de das®
C' telle que ¢(0) = 0. Pour toutes fonctions , OL*[0,T,] et ¢, OL*[0,T,], il exste
ure unique fonction v =(v;,v,) OL?(Q) solution du systéme différentiel hyperbalique

(1.2.6

a —
v, —a Vv, =0

a -
Voo =V, =0

et satisfaisant aux donrées sur I et sur la courbe aractéristique y =0:
v, (0, yz) =y,

(1.2.9)
V(YL o (yh) =W (yh).

Un autre probléme est tres important, variante du probléme de Goursat, ou les
donreées de Goursat sont Situées sur deux courbes caradéristiques, c'est le probléme de
Goursat "dégénéré" :

1.2.7.Théoreme. - Le théoreme 1.2.6.reste vai s la courbe I' est également une
courbe aractéristique (¢ = 0), c'est a dre que les "donrées de Goursat" sont donrées
sur deux courbes caractéristiques (différentes). o

L'existence ¢ l'unicité d'une solution au probleme de Goursat (éventuell ement
"dégénéré" sur deux courbes caradéristiques) sont classques, dort les démonstrations
usuell es consistent a faire des approximations siccessves de type Picard, var [Courant
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et Hilbert] ou [Smirnoy]. Par une démonstration analogue, nots en tirons une aitre
variante ou sur la ourbe ' nows remplagns la donrée de Goursat (1.2.7) par une
relation de compatibilit & entre les deux inconnues, cf. (1.2.8. C'est un résultat, dort les
théorémes 1.2.6et 1.2.7 puvent étre mnsidéré cmme des corollaires, qu nous Ervira
a démontrer des théoremes de rigidités de surfaces hyperbadliques avec deux plis, au
chapitre 4, sedion 5 de cemémoire :

1.2.8.Théoreme. - Lethéoreme 1.2.6reste wai en remplacant la condtion (1.2.7) par
vi(0,¥*) = @,(y*)

(1.2.8
V(YL 0(Y)) =@ (y) vy, o(y)). o

Pour démontrer le théoréme 1.2.8, nog utilisons deux résultats d'analyse
fonctionrelle, un prolongement d'opérateur intégral (lemme 1.2.10 et une variante d'un
théoreme de trace(lemme 1.2.9 dort nous donnors les démonstrations ala sedion 4
ce dapitre (annexe) ; ils sront utili sés de nouveau dans la suite de cemémoire.

1.2.9.Lemme. - Sat v une fonction ce L*Q) avec vOL%(Q), ou Q =[0,T,]x[0,T,]. Sdt
une ourbe I' dars Q déaite par un dfféomorphisme ¢ de dasse C' de [0,T,] dars

[0.T,], avecy(0) =0, T ={(y'y) / y'= b(¥)}

Alors v possde unetracedars L*I") et nous avons :

Ul - 2 ,2|:uV|||_2(Q) C
(12.19 Jo My WPy <0 e v

1.2.10.Lemme. - Sat Q = [0,T,]x[0,T,] et soit ' une @murbe dars Q définie par une
fonction g : T ={(x’,x®) / ¥* = P(x")}. Sdt A I'opérateur linéaire de C(Q) dars C(Q),
définie, Ov OC(Q), par:

1.2. AVE ) = [ vttt
(129 WX =[O e
Pour toute fonction v de C(Q) nows avons|'estimation :

(1.2.1Q | A(v)

<T|v

L*(Q) L*(Q)’

desorteque A seprolonge par cortinuité e un ograteur, toujours noté A, défini de
L%(Q) dars L*(Q) satisfaisant pour toute fonctionv de L(Q) a:
A(Vv), =vL2(Q)

et
A(V)“— =0. o
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Démonstration du théoréme 1.2.8. Soit A l'opérateur défini pour toutes fonctions
continues u, et u, sur Q : A(u,,u,) = (v,,v,) avec:
1,2y — Y a AL L2 Al 2
(1.2.12 vy y?) = J'Ozaiua(y,y)dy +@,(y")
Y a A ~
V(YY) = 38U () ey vy e(y')

De maniere dassque les opérateurs intégraux dans (1.2.12 sont prolongés par
continuité, comme dans le lemme 1.2.10, @ L*(Q) dans L*Q). On prolonge dors de
méme l'opérateur A de L? (Q) dans L*(Q) tout en gardant (abusivement) les mémes
notations.

Il est fadle de voir quun pant fixe de I'opérateur A est une solution du pobleme (1.2.6
- (1.2.8 et rédproguement.

Il reste dors a démontrer que A possde un unique point fixe pou prouver le théoreme
1.2.8. Pour (V,,V,) =A(u,u)-A(T,0,) et en posant (T,,T,)=(u,u,)-(0,,0,), en
considérant la premiere éuation ce (1.2.12, daprés le lemme 1.2.10, nows avons
I'inégalité:

(1.2.13 A Vo [ Y G Y

ol on eut poser M = sgr{aﬁ] + [Sol%ﬁ(m sur]1¢'1|.

[oT,
De méme, avecladeuxiéme éuation e (1.2.12, nows avons .

2 0 2 T~ 1 1\ 2 1
Fsul f,dy” [ RO o) o

) oy < MT I ) + 18] o

qui entraine, dapreslelemme 1.2.9:

||\72||i2(§z) = MTZ[”Ul”iz(Q) +||U2||2L2(Q) +M @‘71”;@ +T2||\71~1

2 L
@

Or nows avons V,, = a0, qui donrel'inégalite:

2 _ _
[ = M0+l ]

et finalement en combinant laderniéreinégdité azec(1.2.13, nows obtenors :

(1.2.19 9 g < MTJ gy *1f o]
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Si bien que l'opérateur A est lipschitzienne de constante k aveck <M sup (T,,T,).

Ainsi pou T, et T, suffisamment petit, la constante k devient strictement inférieur a 1,
I'opérateur A, devenant contradant, passde dors un urique point fixe en vertu du
lemme du pant fixe) . La onstante k ne dépendant que du damaine Q, le théoréme est
démontré de proche en proche.m

1.2.11.Remarque. - Il est fadle en reprenant exadement les diff érentes étapes de la
démonstration du théoreme 1.2.8, @ montrer I'existence @ l'unicité du probléme de
Cauchy pou un systeme hyperbadli que dans le domaine de détermination en remplacant
l'opérateur A en (1.2.19 par

Loy Ay ol 2\ Aol 2
(1.2.19 MOLYDE [ YIS 00,

VLY = a8 (v 905 + ()

Il est clair alors que la régularité des lutions dun probléme de Cauchy pou un
systéme hyperbalique dépend de fagn esentielle de la régularité de la donrée de
Cauchy ; c'est le phénoméne de "propagation des sngularités' propre aux systemes
hyperbali ques, nous pouvors par exemple penser al'éguation desondes. o

1.3. EQUATION DIFFERENTIELLE DU SECOND ORDRE. CLASSIFICATION
USUELLE. CAS ELLIPTIQUE.

Soit u une fonction rédle définie sur Q, un ouwert conrexe de R? et soit
I'opérateur diff érentiel du 2™ ordre:

(1.3.) B(u) =byu,, +2b,U,, +by,u,,.
Considérons I'équation dff érentielle du 2™ ordre:
(1.3.18 B(u)=F,

ou les fonctions b,, sont des fonctions rédles définies sr Q et F ure fonction
dépendant des paramétres, et pouvant dépendre (linédrement) de u et des dérivées
partiell es premiéres de u.

(*) Lemme du paint fixe : Soit f une gplicaion de E dans E, ol E est un espacede Banach. Si f est
contradante i.e.|f (x) - f (y)|_ < k|x-y|. Ox,y OE, ou k<l aorsf possde un unique paint fixe, voir par

exemple [Choquet].
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EQUATION CARACTERISTIQUE D'UNE EQUATION DIFFERENTIELLE DU SECOND
ORDRE.

Soit I' ure murbe définie de fagonimplicite par une fonction ¢ :

(1.3.9 r={y'y)0Q/ ¢y.y) =0}

On suppase que ¢ est réguliére @ @,” +@,” # 0, de sorte que la urbe I est réguli ére,

En posant :

dans (1.3.]) et en éaivant I'égalité de Schwarz, I'équation dfférentielle du second adre
(1.3.18) est équivalente aun systeme aux dérivées partielleslinédre adeux inconntes:

%bllvl,l + b12V2,1 + b12V2,1 + b22V2,2 =F

(1.3.3

N Vo, = Vi, = 0,

dort la wurbe " , daprés ladéfinition 1.1.2,est une murbe caadéristique si en chaque
pointdel, nows avons:

0 b, b,O by bZZ%
1.3. =
(1.3.9 det fHy [ HBYeH, oHTO

c'est adires en chaque point del”, nows avons :
(1.3.95 (P,lzbu +2¢,9,b, + (p,zzbzz =0.
L'équation (1.3.5 est appeléeéquation caractéristique de I'opérateur B.

1.3.1.Définition. - Sat I' une wurbe définie mmme en (1.3.2. On dra que " est une
courbe aractéristique de I'opérateur différentiel du 2™ ordre B, définie omme e
(1.3.7), si enchaque point de T, elle satisfait a I'équation caractéristique (1.3.5.

L'existence de solution rédle al'équation caradéristique (1.3.5, c'est a dire de
courbe caadéristique (rédle) dépend dusigne du dscriminant A :

(1.3.6 A=Db," ~bb,.
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-Si bb,-h,” <0 partout dans Q, adors il existe deux familles distinctes de @urbes

caradéristiques, autrement dit par chagque point de Q passent exadement deux courbes
caradéristiques distinctes.

- Si bb,-h,” = 0 partout dans Q, alors il existe ure unique famille de @urbes
caradéristiques, autrement dit en chaque point de Q il pase exadement une curbe
caadéristique.

-Si b.b, —h,” >0 partout dans Q, alorsil n'existe pas de murbe caadéristique (rédle)
dans Q.

C'est la dasdficaion wsuell e des opérateurs diff érentiels du 2™ ordre :

1.3.2.Dé€finition. - On dra que B est hyperbdique, parabdique ou €lli ptique suivant
que le signe de b,b,-b,” est strictement négatif, nu ou strictement positif

uniformément sur Q.

CASD'UNE EQUATION ELLIPTIQUE. PROPRIETES DE REGULARITE ETDE TRACE.

Dans le ca dune guation dfférentielle du second adre dliptique, c'est a dire
quil n'existe pas de caadéristiques rédles, il existe de nombreux résultats concernant
des théorémes de prolongement unique, de régularité intérieure @ de trace au bad des
solutions, que nous Erons amenés a utili ser dans la suite de cemémoire.

Concernant, le prolongement unique, nows citons ici un théoréme de
L. Hormander (theorem 4.3 dans [Hérmander,83]), complétant des travaux de Aronszajn
et de Cordes, dort nous smplifions largement I'énorcé, le restreignant dans un cadre qui
nows suffirapour obtenir des cas dinhibition de surfaces dlli ptiques.



16 Daniel CHOI, Thése de doctorat de I'université Paris VI, 1995

1.3.3.Théoréme (prolongement unique). - Sat Q un owert conrexede R% Sdt B un
opérateur différentiel dusecmnd adre:

(1.3.8 B(u) = byuy; +20,,U5, +byyU

ou les fonctions b, sont continues lipschitziennes sur Q. On suppce que B est
uniformément elli ptique(bllbzz—blz2 >0 sur Q) et que pour une fonction udHA(Q) :

(1.3.9 B(u)| < ¢, DU

|aJ<1

ou les fonctions ¢, sont continues lipschitziennes sur Q. 9 la fonction uest nulle dars
un owert nonvide mntenu dars Q, alors u est identiquement null e dars Q.

La régularité intérieure des lutions d'une éuation dfférentielle dliptique du
seond adre est classque, nows renvoyons a [Lions et Magenes, 68 et a [Necas,66]
pour un expose sur ce sujet, ouencore a[Brézis,83] pour un exposé pédagogique sur la
régularité des lutions faibles dun probléme aux limites elli ptique.

1.3.4.Théoréme (régularité a l'intérieur). - Sat Q' un owert dans R% Sdt B un
opérateur différentiel du second adre dliptique omme e1 (1.3.§. 9 uOH™ et
B(u) OH™(Q) alors uOH™?(Q) de méme, s B(u) OC™(Q) alors uOC™?(Q) pou
tout m= O pou tout owvert Q strictement inclusdars Q' (tel que Q O Q).

1.3.5.Remarque. - Le théoréme 1.3.4indique que la régularité de u est locde, ains
plus les coefficients de B sont réguliers dans une partie intérieure de Q et plus u y sera
réguliere. Mais par contreil nedonre aicun renseignement sur le bord de Q méme si les
coefficients ont tresréguliers, voir [Brezis,83] p.185.0

Cependant il est malgré tout possble de donrer un sens a une solution méme
faible de latracesur le bord de Q qu nous ra utile, Nous renvoyons a[Lions,67] pour
une preuve de la propasition suivante :

1.3.6.Proposition (trace au bord d'une solution d'équation dliptique). - soit u ure
fonction dars L(Q), ouQ est un owert a bad régulier® de R? telle que Au O HY(Q).
Alors latracede u sur une partiel” du bad 0Q, a unsens dars H_%(I').

) Par exemple de dase C.
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1.4. ANNEXE AU CHAPITRE 1.

Lemme 1.2.9théoremedetrace Sat v unefonction ce
Z={u0L¥Q) et u,0L%(Q)}, ouQ =[0,T,]x[0,T,]}.

Sdt une ourbe I dars Q déaite par un dfféomorphisme Y de dass C' de[0,T,] dars

[0.T,], avecy(0) =0.: T ={(y'y) / y'= Y(y)}-

Alors v possde unetracedars L*I") et nous avons :

Ul 1 =loivy2 ol ,2EHV||L2(Q) C
(1.4.0 o Moty oyt <(w ET+||v,1 @F

Preuve du lemmne 1.2.9: De fagn classque, nows démontrons le lemme pou toute
fonctionv dans C'(Q), pus nous prolongeons par continuité.

Définissons alors la traced'une fonction v comme la restriction de v sur la wurbe I' (on
note usuell ement I'appli cation tracepar v,,).

En faisant le changement de variable §* = ¢(y?), nows avons :

T

142 voMi, =], VW(y?),y2) ' (y?)] dy?.

v g =

Or
VY)Y =YY - ) vty )t
si bien que (1.4.1) devient :

T

!

et en intégrant cette derniére relation ce 0 a T, par rappat alavariabley*:

T T O, 1,
¥ i

D'ou:

y* 5
J:p(yz)v,l(t’ y )dt

V(i W ()| o s|w'|2§f

WYy Y+

2 C
dy’[,
E

TP TNT A '
V(5 ()] ddy' < [ Valt ¥l

L|J,

vy ) dyidy + [ [

: C
dy’dy'C
E

V0 o < W |

L2(Q) + T1||V11 LZ(Q)]'

(1.4.3 T, f
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Autrement dit, nous pouvors prolonger de fagon urique |'opérateur tracepar continuité
de Z dans LX("). En divisant (1.4.3 par T,, nows obtenons I'estimation (1.4.7). m

Lemme 1.2.10- Sat Q = [0,T,]x[0,T,] et soit ' une wurbe dars Q définie par une
fonction P : T ={(x*x°) / x¥* = P(x)}. Sat A I'opérateur lindaire de C(Q) dars C(Q),
définie, Ov OC(Q), par:

(1.4.9 AV)(x*, x?) = J’:;)v(xl,t)dt :

Pour toute fonction v de C(Q) nouws avons|'estimation :
(1.49 [AM 20y = TelMizey

desorteque A seprolonge par cortinuité en un ograteur, toujours noté A, défini de
L%(Q) dars L*(Q) satisfaisant pour toute fonctionv de L*(Q) a:
et A\v), =vOL*(Q)

A(V), O L*(I) et A(V)r =0.0

Preuve du lemne 1.2.10: Soit v ure fonction ce L*(Q), il existe une suite v, de
fonctions de C(Q) telles que

OmT - 0.

nliL2(Q)

||v—v

Cequi entraine, puisque A est continu ce L? dans L?:

IA(V=V,)[ 2., O TIT = 0,

LA(Q)
et en particulier au sens des distributions :
<A(v-v,)¢> 0"~ 006 0D(Q),

ou D(Q) est I'espacedes fonctions indéfiniment diff érentiable asuppat compad. Si
bien que nows avons::
<A(V),¢ >=lim <A(v,),¢ > D¢ 0D(Q)

A(v) éant dans L% on peut définir sa dérivée partielle au sens des distributions : pou
toute fonction ¢ de D(Q), nows avons :
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<A(v)'1,¢> = —<A(v),¢y1>
= -lim<A(v,)¢,>
= -im <A(),6>
= Lim<Vn,(I)> :<V,(|)>.
d'ou
A(V), =vOL*(Q).

Cequi, dapreslelemme 1.2.9, doneunsensalatracede A(v) sur I, et nous avons :

Yo(A(W) =limy,(A(v,))=0. =
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CHAPITRE 2.

ELEMENTSDE LA THEORIE
LOCALE DES 3URFACES.

2.1. UNE SURFACE PARAMETREE DANS E. PREMIERE ET SECONDE
FORMES FONDAMENTALES.

Soient E I'espace eclidien et S une surfacedans E. La surfaceS est définie par
une cate (Q,r) ol Q est un ouvert connexe de R et r le vedeur position, ure fonction
vedorielle de dasse C? définie sur Q ; les paramétres sront généralement désignés par
lesvariablesy* et y° :

r:(yy)oQ - riyyd)OS.

Figure2.1.1.

Les courbes définies par r({y"= constante}) sont appelées courbes coordonrées de S.
(y"y?) forment les coordonrées curvili gnes de la surface

BASE COVARIANTE ETBASE CONTRAVARIANTE.
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En tout paint de S, on difinit les vedeurs tangents ala surface:

(2.1.9 a =r =2

et le vedeur normal unitaire:

(2.1.2 _ U3 _
loa 02

Ayant imposé la régularité C? de la surface S (par la régularité C? de r) les vedeurs
tangents a, et a, sont définis de fagon unique ; on suppcse de plus quils ne sont jamais
colinédres.

2.1.1. Définition - Le triplet (a,, a,, a,), indices en bas, forme un repére de R® en
chaque point de S. On I'appell e repéere mobil e de Gaussou encore base @variante.o

La base mvariante n'est, en général, pas un repére orthonamé ni méme orthogonal.
C'est pouquad, pou des commodités de cdcul, onlui associe une base duale.

2.1.2.Définition. - Letriplet (a', &, &), indices en hau, forme la base cntravariante
en tout point de la surface Elle est définie par :

(2.1.3 <d,a>=3,. o

ou 6‘]. désigne le symbole de Kroneder.

Ainsi, tout vedeur v de R® peut sexprimer dans ces deux bases par ses composantes
covariantes (indices en haut) :

v=Vva+via,+Via,,
OU par ses compaosantes contravariantes (indices en bes) :

v=ya+v,a’+v,a’.
PREMIERE ET SECONDE FORMES FONDAMENTALES.

Définissons maintenant les deux premiéres formes fondamentales d'une surface
Ce sont des applicaions qui, a tout point de la surface associe une forme quadratique
sur le plan tangent ala surface Soient M un pant deSet T,,SleplantangentaSen M :
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2.1.3.Définition. - 1,,, la premiére forme fondamentale de la surface S en M est la
forme quadatique sur T,,S dort les coefficients (a,;) de sa représentation matricielle
darslerepére(a,, a,, a,), sont donrés par :

(2.1.9 Qp=<d,,38>0
Si bien qea,; = ag,.

En chaque point M de la surfaceS, la premiére forme fondamentale est définie comme
le caré de laforme différentielle dr ; on nde: | = dr.dr. On peut également la définir,
en chague point, comme la restriction sur le plan tangent du produt scdaire euclidien
(c'est adire lamétrique euclidienne) de E. Elle induit une métrique sur la surface On la
note fréquemment ds” (voir [Stoker,69)).

0X 0T, S=R%, 1,(X)

(dr.dr),, (X)

X=x"a +X a, <X, X>= <x'a,+¥Xa,,x'a+xa>

x'x'ay, + 2x'x%a,, + X*X’a,,.

2.1.4.Définition. - 11 ,, la semnde forme fondamentale de la surface S est la forme
quadatique sur T\,S, dort les coefficients (b,s) de sa représentation matricielle dars le
repére (a,, a,, a,) sont donrés par :

(2.1.5) Dy = <-83,,8,>. O

En dérivant I'expresson<a, , a, > =0, on oltient : <a,,,a, > + <a;, 8,5 > =0,
nous en deduisons que les coefficients b, sont symetriques :

(2.1.9 Dyp = <83, 5 >= bgg.-

Ainsi pou tout point M de S, la seconde forme fondamentale est définie cmme le
produit scalaire des formes diff érentielles d(-a,).dr.

0 X OT,,S, Il,(X) =- (das.ar), (X)
X=X a+Xa =-<X g X Ay, , X X >

= x'x'by, +2x'%x%0, + X*x°h,,.
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Aux coefficients des deux premieres formes fondamentaes, a,, €t b, nows
associons les coefficients :

(2.1.9 at=<a",af>
(2.1.8 by=-<al, a>.
On vait fadlement que

(2.19 a” = a"a, + a¥a,.
Si bien que

(2.1.10 aa; = &y,

cest adire que (a®®) est lamatriceinverse de (ayp)-

D'autre part, en faisant le produit scaaire des deux membres de larelation (2.1.9 par a°
, Nous obtenors :

(2.1.1)) by =hya".

Les dérivées partielles de la base mvariante (resp. contravariante) sexpriment
alors dans la base mvariante (resp. contravariante) a l'aide de ces coefficients; ce sont
lesformules de Gausset de Weingarten :

Qp = r&s ut razp a+has
ay=-Tgal-Tgpa*-hyal
(2.1.129 agy =bta,+b2a, = —b,,al-h,, a2

ou les coefficients '™ sont les symboles de Christoffel définis par:

(2.1.13 Mp =Mpa =<a",a,5>.

Etant donré un champ de vedeur u (avaleur dans R®) défini sur une surfaceS (ou dutét
sur Q), nows pouvors exprimer ses dérivées partiell es dans la base @ntravariante (resp.
dans la base mvariante) en fonction des composantes covariantes de u et de leurs
dérivées partielles :

U, :(u1a1+u2a2+u3a3),a
— 1 2 3 1 2 3
=Uy,a'+U, a’+U, 8+ U aatU,a’ at+U .
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Si bien guen développant suivant les formules de Gausset de Weingarten (2.1.12 et en
regroupant suivant la base @ntravariante, nows avons |'expresson :

(2119 u, :(u1’u -Thu, —blaus)al+(u2‘a — U, —bzolus)a2+(u3th —bgux)a3

Terminors cette sedion par des propriétés intrinseques (a titre indicaif) des
deux premiéres formes fondamental es d'une surface:

2.1.5.Proposition. - La premiere d la deuxiéme forme fondamentale | et Il sont des
formes intrinséques a la surface Elles ont invariantes par changement de \ariables
préservant I'orientation.o

L'origine de la dénomination des deux formes fondamentales provient du fait quelles
suffisent a déterminer toutes les propriétés géométriques de la surface onsidérée nows
renvoyons par exemple a[Klingenberg,81] :

2.1.6.Théoreme fondamental de la théorie des surfaces. - Sat Q un owert conrexe
de R?, soient |, et1l, deux formes quadatiques sur TyRZ, ylQ dort les coefficients a,,

et a,, sont des fonctions différentiables de y. S |, est définie positive & que les
coefficients a,; €t b, satisfont aux équations de Gausset Codaza-Mainardi®) :

A A A ) - A
Fapy T Tays ™ (r:Bruv h rtyvruﬁ) B (borB b,, — by, buB)a "
baB,v - bav,B + rtEB y rotlv g =0.

Alors, il exste une surface S dort les premiere & seconce formes fondamentales sont |,
etll,; deplus, Sest uniqgue moduo ureisométrie de R®.

2.2. UNE COURBE PARAMETREE SUR UNE SURFACE.

Soit S une surface définie par une cate (Q,r) comme précélemment.
Considérons une murbe C appartenant a S. |l existe une cate (I, ¢) définissant C telle
que :

(*) Les équations de Gausset Codaza-Mainardi, pour une surface aecunre cate donnée(Q,r) sont
équivalentes aux relations de compatibilit é :

ran = ravB .
a3,(1|3 = aS,Ba



24 Daniel CHOI, Thése de doctorat de I'université Paris VI, 1995

c=rop:1 - S

ou ¢ = (%, est une pplicaion réguliére (C?) définie sur unintervale | de R avaleur
dans Q. ¢ éant de dasse C?, ¢ I'est ausd. Désignons par s e paramétre parcourant 1.

En suppasant que C n'est pas une droite, on dfinit en tout point de C le vedeur unitaire
tangent ala curbe, s ¢' désigne ladérivation per rappat au paramétre s :

CI

(2.2.)) t=c'/

Une courbe C sur une surface S.

Figure 2.2.1.

lanormale principae unitaire dela amurbe:

(223 n :ﬂ ﬂ
ds ds|’

et levedeur binormal :

(2.2.3 b=tCn.

2.2.1.Définition. - Pour toute courbe C nonrediligne, le triplet (t, n, b) forme e
chagte paint de C, ure base orthonamale de E appelée triedre de Frenet. o

Etant donrg le triedre de Frenet (t, n, b) dune cwube C = (1, ¢c), nows avons les
formules de Serret-Frenet :

2.2. dt _,, dn__ db _ _
(2.2.9 gs = KN, Sgg = kt+xb, So=-xn.

Les coefficientsk et x sont lacourbure et latorsion dela ourbe C.
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L'éude des courbes aur une surface donre une interprétation géométrique des
premiere & seande forme fondamentales.

La premiére forme fondamentale | mesure les longueurs (intrinseques) de la surface Ce
qui est nature puisque | est définie mmme la restriction du podut scdaire. Les
coefficients de sa représentation matricielle gparaisent dans I'expresson donmant la
longueur d'un arc de urbe. D'un autre dté, en ce qui concene la seande forme
fondamentale, Il , elle mesure la wurbure de la surfacedans une diredion. Nous avons
les résultats classques suivants (voir par exemple [Klingenberg,81]) :

2.2.2.Proposition. - Sat C = (I, ¢ ) une @murbe sur la surface S. La longweur d'arc
L(c,s,,S,) entre c(s,) et c(s,) est donréepar :

(229 L(c,s,,S,) :J':|c'(s)|ds:J':[a(](B <O..0,> " ds. o

2.2.3.Proposition. - Sat C = (I, ¢) une ourbe sur la surface S comrre précéemrment.
Sdent sl et M =¢(s) un pant de C. Sat t la tangente unitaire a la courbe C au pant
M, alors :

(2.2.9 Iy (t) =k<az,n>.o .

2.2.4.Définition. - En tout point M dela courbe C, on d&finit :

- le plan osculateur ala courbe=[M, t, n],
-leplan normal alacourbe=[M, n, b],
- leplan redifiant ala courbe=[M, b, t]. o

Une courbe spatiale C

_[/
\ le triedre de Frenet :

C

aaaaaa

|

|

| / Les plans -osculateur (n,t)
n I

t -normal (n,b)
-rectifiant ~ (t,b)

Figure2.2.2.
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2.2.5.Remarque. - Le plan osculateur est défini par les deux premiéres dérivées de c.
Cest le plan contenant M et qui "pass par trois points conséautifs’ de la curbe
(comme la droite tangente est définie par la droite limite reliant deux points de la @wurbe
qui tendent I'un vers l'autre). o

2.3. COURBURE TOTALE ET CLASSIFICATION DES SURFACES. LIGNES
ASYMPTOTIQUES.

Nous venors de voir que la premiére forme fondamentale mesure les longueurs
d'une surfacetandis que la sende forme fondamentale mesure les courbures de la
surface c'est a dire la "forme géométrique”. Nous prédsons cda par une dassfication
des points d'une surface

Soit S une surfacedéfinie par une cate (Q, r). Entout point M de S, on dfinit la
fonction qu atout vedeur X unitaire tangent aSen M, associele nombre :

X o 11 ,(X).

Cette fonction atteint ses deux valeurs extrémales k, et k,. appelés courbures
principales (maximale & minimale). Les diredions X correspondantes ont appelés
diredions principales. Notons que si X est unediredion principale, alors-X I'est auss.

2.3.1.Définition. - On appelle ligne de murbure toute murbe dont tous les vedeurs
tangents ont propartionrels a ure diredion grincipale. o

2.3.2.Remarque. - En chaque point de lasurface nous avons l'alternative :

-ou bien toute diredion est diredion pincipale (dans ce ca I, est
propationrel al,,), on dt que le paint est un ombili c ( c'est par exemple le ca&
detousles points d'une sphére ou dun dan),

- ou hien il existe exadement (au signe pres) deux diredions principales, qui
sont alors orthogondes. o

Les diredions X pou lesguelles la fonction 11, sannde (I, (X) =0), et sur
lesquelles les courbures changent éventuellement de signe) sont appelées diredions
asymptotiques. La notion ce diredion asymptotique condut a la dassficaion des
surfaces et serad'une grande importance pou la suite de cemémoire, en cequi concerne
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des cas rigidification de surfaces (voir chapitre 4). Notons également que si X est une
diredion asymptotique, alors - X I'est auss.

2.3.3.Définition. - Une ligne asymptotique d'une surface S est une amurbe dort chaque
vedeur tangent est propationngl a ure diredion asymptotique.

2.3.4.Remarque. - D'aprés la propasition 2.2.3, up ligne asymptotique est, soit une
courbe dort les plans osculateurs sont confondus avec les plans tangents a la surface
soit une droite. o

2.3.5.Remarque. - Les diredions asymptotiques et les lignes asymptotiques d'une
surface sont invariantes par changement de variables. Autrement dit, les diredions
asymptotiques et les courbes asymptotiques ont intrinseques a la surface ¢ ne
dépendent pas du paramétrage choisi. Cela résulte immédiatement de l'invariance de la
seande forme fondamentale par changement devariables. o

2.3.6.Remarque. - De méme pou les diredion asymptotiques et pou les mémes
raisons, les diredions principales et les lignes de @urbures d'une surface sont
invariantes par changement de variables. o

2.3.7.Définition. - En chagle point d'une surface on appelle courbure totale ou
courbure de Gaussde la surface, le produt des deux courbures principales, onle nate
K. On appelle courbure moyenne en chaqte point de la surface la somme des deux
courbures principales, onle note H.

(2.3.]) K = kl-kz’

H =k, +Kk,

Suivant le signe de la murbure de GaussK, nous avons la dassficaion wsuelle
d'un pant M delasurface:

Si K> 0: les courbures principales de S passant par M sont de méme signe, et il
n'y a pas de diredions asymptotiques en M. La surface(du moins un vasinage de M) se
trouve d'un méme té du dan tangent. On dt que le point M est dlli ptique.
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Un point elliptique M.

=

Figure2.3.1.

Si K <0: lescourbures principaesk, et k, sont de signe oppcsé. Le plan tangent
traverse la surfacesuivant les deux diredions (au signe prées) qui anndent la seaonde
forme fondamentale (ce sont les diredions asymptotiques). On dt que le point est
hyperbadlique.

L . y
Directions asymptotiques. 2

Lignes definissant les
lignes asymptotiques. [

Y1

Figure 2.3.2.

SiK=0:k, ouk, sannue, il y adeux posshilités:

- k, ou k, # 0. Les courbures ont du méme signe. Le plan tangent "coll e"
alasurface (linéarement) le long de la diredion principale de @urbure nulle (qui est
donc une diredion asymptotique), on dt que le point est parabdique.

- k, et k, sont null es toutes les deux. Toutes |es courbes passant par M ont
une courbure nulle (i.e. 1,,=0), on dt que le point est méplat ; une surface @tiérement
constituéede points méplats est une surfaceplane (i.e. Il = 0).
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Un point parabolique M

Figure 2.3.3.

La ourbure de Gauss K, a priori définie par la seconde forme fondamentale,
peut étre obtenue par les déterminants des deux formes fondamentales :

2.3.8.Proposition. - Le signe de la courbure de GaussK dépend dusignede det (1), et
nouws avons de plus:

det(1)

Nous renvoyons a [Klingenberg,81] pou une démonstration ce la propasition 2.3.8,
maisil est passble de montrer que K et det (I1') sont de méme signe sans avoir montrer
larelation (2.3.2.

La sewmnde forme fondamentale édant une forme quadratique, ure diredion
asymptotique X=(aa, + b a,) est uneradne du pdyndme du second degré :

(2.3.3 Il (X)= &b, +2abb,+bb,.
Nous avons alors la propasition :

2.3.9.Proposition. - Sat C une murbe de S, définie par la carte (1 ,c = r[$,(S),9,(5)]).
La courbe C est uneligne asymptotique de Ssi :

(2.3.9 (1)°by, = (29:95)by, +(95)°b,, =0.
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L'existence de diredions asymptotiques (rédles) est dorc subardonrée al signe du
discriminant réduit :

A= (byy)” - byb,, = - det (Il).

Suivant que A est > 0, nd, ou< 0, il existe (au signe pres) respedivement, deux
diredions asymptotiques distinctes, ure diredion asymptotique doulde (a curbure
nulle) ou aucune diredion asymptotique rédl e.

Si bien que le signe de la murbure de Gaussest égal au signe de - A. Récaitulons :

2.3.9.Proposition. - Sat S une surface mmme précéemnent et M un pant de S.

- M est un pant elliptique = K>0 = det (Il ,,) >0, il nN'exste pas de diredion
asymptotique en M.

- M est un pant parabdique <« K=0 = det (Il,,) =0etll,, #0,il exsteune
unique diredion asymptotique (au signe pres).

- M est un pant hyperbadique = K <0 < det (Il ,) <O, il exste uniquement
deux diredions asymptotiques distinctes (au signe pres).

De fagon analogue nous avons la dasgfication wsuelle dune portion ce surface:

2.3.10.D€finition. - Sat S= (Q,r) une surface paramétrée On dra gque S est
uniformément hyperbalique, parabdique ou dlli ptique, suivant que det (I1) ouK sont
négatifs, nus ou paitifs uniformément sur Q.

Sur une surface diptique, les diredions asymptotiques nt complexes non
rédles, il n'y adorc pas de lignes asymptotiques, afortiori.

Sur une surfacehyperbalique, on ddtermine apartir de (2.3.4), deux familles de
lignes asymptotiques ; nous verrons dans la sedion quil est passble d'avoir une
cate (Q,r) telle que les courbes coordonrées dient les lignes asymptotiques.

Le ca dune surface dort tous les points ont parabadiques est exposé ala
sedion 5 de ce bapitre (cas des urfaces réglées).

Naturellement, une surface peut contenir tout les types de points, comme par
exemple dans le ca d'un vase qui peut étre nsidéré mmme @nstitué d'une premiére
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partie hyperbalique (zone I) puis d'une partie g/lindrique (zone 1) , pus encore d'une
partie hyperbadlique (zone lll) et enfin dune partie dli ptique (zore V) :

= - oomooo- Zone | : K<O0, partie hyperbolique.

Zone Il : K=0, partie parabolique (cylindrique).

- - —

Un vase.

77777777 Zone lll : K<0, partie hyperbolique.

Zone IV : K>0, partie elliptique.

Figure 2.3.4.

Remarquors que dans le ca du vese la surface et de dasse C' mais de dasse C? par
morceaix seulement, en effet entre les zones Il et IV (la ligne en pantillé de la
figure 2.3.9, la murbure totale K change de signe sans passer par 0.

2.4. COORDONNEES SPECIALES SUR UNE SURFACE.

Une propriété importante de la géométrie des aurfaces est la posshilité de
chaisir, selonla nature de la surface ure cate particuli ere telle que les coefficients de la
seande forme fondamentale ou les ymbales de Christoffel se simplifient de maniére
adéguate selon les besoins. Cette propriété démule de laréduction classque d'une forme
guadratique :
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2.4.1.Théoréme. - Sat Q un owert connexede R2 avecles parametres y! et y2 et soit F
une forme quadatique définie sur Q :

(2.4.1) F = ady'dy' + 2bdy'dy” + cdy’dy”
ou les coefficients a, b, ¢ sont des fonctions continues sur Q.

S F est définie positive, i.e. ach® > 0 uniformément sur Q, alors il exste un changement
de \ariables n,(y1,y?) et n,(y'y’) et une fonction a continue sur Q telle que F séait,
dars ces nowdlesvariables:

(2.4.2 F =a[dn,dn, +dn,dn,].

S -F est définie positive, i.e. ach® < 0 unformément sur Q, alors il exste un
changement de \ariables n,(y,y?) et n,(y',y’) et une fonction B continue sur Q telle que
F séqit, darscesnowdlesvariables:

(2.4.3 F =p[dn,dn,].

Nous renvoyons a [Vekua p. 76101 oua [Courant et Hilbert] p. 155160 pou une
démonstration duthéoreme 2.4.1.

2.4.2.Proposition. - Sat S ure surface uniformément elli ptique, il exste une artede S
(Q,r) telle que les coefficients de la seaconde forme fondamental e se réduisent dars cette
carte:

(2.4.9 b, =b, =K,
(2.4.5 b, =0,

ou K (>0) désigne la courbure totale de S.On apelle les coordonrées d'une telle arte
systeme de aordonrées isométriques conjuguées.

Preuve : Dans le ca d'une surfaceuniformément elli ptique, par définition, la seconde
forme fondamentale est une forme définie positive. Si bien que d'aprées le théoreme
2.4.1, il existe un systéme de wordonrées (Q,r) de S tel que la seconde forme
fondamentale séaive souslaforme (2.4.2.m
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2.4.3.Proposition. - Sat S ure surface uniformément hyperbadique, il exste une arte
de S(Q,r) telle que les coefficients de la seaonde forme fondamentale se réduisent dars
cette arte:

(2.4.9 b, =b, =0,
(2.4.7 b, #0.
Dans cette @arte, les courbes coordonrees définissent les lignes asymptotiques de S.

Preuve : Dans le ca dune surface uniformément hyperboique, par définition, la
seonde forme fondamentale est une forme définie négative. Si bien gque d'aprés le
théoreme 2.4.2,il existe un systeme de mordonrée (Q,r) de Stelle la seconde forme
fondamentale séaive sous la forme (2.4.3. D'autre part, (2.4.6 indique que les
tangentes aux courbes coordonrées ont des diredions asymptotiques, autrement dit les
courbes coordonrées ot les lignes asymptotiques de S.m

Nous terminonrs cette sedion par un autre systeme de wordonrées pédales, dite
a ourbes principales, sans condtion sur la nature géométrique de la surface dort nous
renvoyons pou la démonstration a [Klingenberg,81], lemme 3.2.2:

2.4.4.Proposition. - Sat S= (Q,r) une surface ¢ M =r (y,) un pant de Stel que les
courbures principales ne sont pas égales en M (i.e. ce n'est pas un ambilic). Alors il
exste un voisinage Y, de y, et un changement de \ariables ¢ : X, — Y, tels que les
courbes coordonréesder’' =r o ¢ sont deslignes de wurbure.

2.4.5.Remarque. - La premiére forme fondamentale éant définie positive, dapres le
theoreme 2.4.1, il existe un systéme de wordonrées, tel que la premiere forme
fondamentale séaive sous la forme (2.4.2, c'est a dire un systeme de wordonrées
orthogonales. Si bien que la propaosition précdente reste vraie méme ss M est un
ombilic. o

2.5. CAS D'UNE SURFACE REGLEE.

2.5.1.Définition. - Une surface S est dite réglées il existe une arte (Q,r) de Stelle
que

(2.5.9) r(yLy) = c(y’) + y’o(y"). o
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Ou g(y") est unchamp de vedeur sur la ourbe c(y'), quon peut chaisir unitaire.

Les courbes ay* constant sont des droites, ce sont les génératrices de S. Les courbes a
y* constant (par exemple la aurbe c) sont appelées directrices.

Génératrices

directrice T ez
2 une surface réglée développable

Figure 2.5.1.

2.5.2. Proposition. - Sat S ure surface réglée définie mmne en (2.5.1), aors les
coefficients de la seconde forme fondamentale @ les gymboes de Christoffels
simplifi ent :

(2.5.2 b,, =0,
(2.5.3 re=0.
Preuve: Pour une surfaceS régléedéfinie omme en (2.5.1) nous avons:
a, (Y, y) =r(y.y) =9(y)
dou:
a,, (YY) =1 (¥ y*) =0

et par dapres (2.1.6 et (2.1.13 (définitions des coefficients de la secnde forme
fondamentale et des yymbales de Christoffel de S), il vient immédiatement (2.5.2 et
(25.3. =



Chapitre 2. Eléments de la théorie locde des surfaces. 35

La relation (2.5.2 indique que les courbes a y* constant, cest a dire les
génératrices, sont des lignes asymptotiques de S. Une surface réglée et donc de
courburetotale K < 0.

2.5.2. Définition. - Sat S ure surface réglée On dt que S est dévdoppable s la
normale unitaire a Sest constante le long des génératrices.

Autrement dit, ure surfaceréglée S définie omme en (2.5.1) est développeble s et
seulement si :

a;,=0.

Si bien que d'aprés (2.1.6, nows avons de plus :

(2.5.4 b, =0,

ce qui, dapres (2.5.2, entraine que : det (Il) = blzz—bllb22 =0, cest-adire que la
courbure totale K de Sest null e (propasition 2.3.9. Résumons :

2.5.3.Proposition. - Sat S ure surfaceréglée
i) Les génératrices sont des lignes asymptotiques, dou K<0.

ii) S est dévdoppabe s et seulement st K = 0, et s S est définie comne e
(25.),0onab,,=0,b,=0etl,,=0.0

2.5.4.Coroallaire. - Une surfacerégléenondévdoppable et hyperbadlique.

2.5.5.Proposition. - Sdent S ure surfacerégléenondévdoppable € (Q,r) une arte de
Stelle que les courbes coordonrées définissent les lignes asymptotiques de S. Comnmre
dars la propasition 2.4.3, nosavons b, =h,, =0. On suppce que les génératrices de

Ssort les courbes a y* constant alors nous avons de plus:
(2.5.5 r,=0.

Preuve : Les génératrices étant des droites, les tangentes aux génératrices coincident le
long d'une génératrice, si bien que nous avons :

a,,(y,y) =c(y)a(y,y")
ou ¢ est une fonction celavariable y* dépendant de S. Ainsi nous avons:

r,=a.a,,=ca.a,=0.H
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2.5.6.Exemples de surfaces développables.

1 : Cylindre généralisé. C'est une surfacedéveloppable S qui peut étre définie
par une cate (Q, r) avec
r(y,y?) =c(y)+y*X,o

ou C = c(y") une ourbe plane & X, un edeur transversal au plan de C.

2 : cbne. Soit x un pant et X(y") un champ de vedeur tel que X et X' sont
linédrement indépendants. Alors un cone de somnet x est une surfaceS = (Q, r)
définie par

r(y,y*)=x+y X(y").o

3 : Dévdoppable tangentielle. Soit C = ¢(y") une murbe telle que ¢’ et ¢ sont
linédrement indépendants (i.e. C est une @urbe gauche). La surfaceS = (Q, r)
avec

r(yh,y?)=c'(y")+y’c'(y")

est ladévdoppable destangentesde C. o

Figure2.5.1.

Les surfaces développables ne sont pas toutes les surfaces a courbure totale
nulle. Il existe un exemple de surface &K = 0 et qui n'est pas réglée dorc afortiori non
développable, vair [klingenberg,81] exercice 3.9.4 p. 689, dapres un exemple di a
E. Heintze. Cependant s tout les points d'une surface sont parabadliques (ne contient pas
de méplat), la surface et développable. Par aill eurs les exemples de 2.5.4.sont en fait, a
peu pres toute les surfaces développables, cf. [Klingenberg,81], p. 59, popasition 3.7.9
et propasition 3.7.10.
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CHAPITRE 3.

DEPLACEMENT INEXTENSIONNEL
D'UNE SURFACE ET CHAMP DE
ROTATION INIFITESIMALE ASSOCIE.
L'ESPACE R(S).

3.1. DEPLACEMENT INEXTENSIONEL D'UNE SURFACE. CAS DU PLAN.

Soit S une surfacedéfinie par une cate[Q,r], ouQ est un ouwert borné mnrexe
deR? et r, le vedeur position, unchamp de vedeur sur Q. S=r(Q). On nael =dr.dr
la premiére forme fondamentale de S.

Un champ de deplacemennt
sur une surface S

Figure3.1.1

La surfaceS est déformée @ lui affedant en chaque point un petit déplacement u. Le
déplacement u peut également étre mnsidéré mmme un champ de vedeur défini sur Q.
On nde dors la surfacedéformée S= [Q,(r + u)]. La premiére forme fondamentale de

Sesti=d(r +u).dr +u).

Nous nous placons dans le calre de la théorie linéarisée pou des déplacanents
"petits’ de sorte que nous linéarisons par rappat a u.
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3.1.1.Définition. - Un déplacement u est dit inextensionnel s :

(3.1.) dr.du =0 entout point de S,
Cestadre s:
(3.1.19 <u,a,aﬁ>+<u,8,aa>:o.|:|

L'équation (3.1.1a) est en fait un systeme de trois équations aux dérivées partielles a
trois inconnues (les composantes du déplacement).

Les déplacaments inextensionnels nt des déplacements qui laisent invariante
(au senslinéaisé) la premiere forme fondamentale de S. En effet, nows avons :

d(r + u).d(r +u) - dr.dr = 2dr.du + du.du.

Le terme "du.du” étant d'ordre 2, la métrique de la surface &t dornc inchangé ai sens
linéaisé s u est un déplacament inextensionrel.

Nous désignerons dans la suite le systeme (3.1.1) ou (3.1.18) " systeme de
flexion [linéariséd", pusquune flexion est par esence une déformation laissant les
longueurs invariantes. On |'appelle ggalement systeme de rigidité au sens ou on dra
d'une surfacequéle et "géométriqguement rigide" si elle n'admet pas de déplacement
inextensionnel, bien que le terme "rigide” soit équivoque dansle calre de la mécanique.

Soit V I'espacevedoriel des déplacements admissbles:
V ={ v OH*H'*HY(Q) }.

Cest l'espace des déplacements admissbles dont les compaosantes tangentielles
appartiennent a I'espacede Sobdev H'xH! et la cmmposante normale aH? Muni de la
norme usuelle H'xH'xH?, |'espacedes déplacements V est complet. C'est I'espaceusuel
des déplacements, utiliseé en théorie bidimensionrelle des coques éastiques, avec le
modele de Koiter : [Bernadou et Ciarlet,76) ont démontré un théoreme d'existence
d'unicité pou le probleme statique des coques minces dans ce espace (cf. théoréme
5.1.3.

3.1.2.Définition. - L'espace vetoriel G des déplacementsinextensionrels est :

G={ulV/dr.du=0}. o
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Ces déplacements ont dits inextensionrels ou appelés flexions pures
(linéaisées) ["infinitesimal bendings' en anglais], pusque la premiere forme
fondamentale mesure les longueurs de la surface (voir le dapitre 2. Théorie des
surfaces). Mais il est curieux de noter quunre vraie isométrie de R® (hormis I'identité),
qui laise invariante les longueurs de la surface de fagn exacte n'entre pas dans la
définition dun d&placement inextensionrel ; c'est parce que nous travaill ons en théorie
linéarisé.

D'autre part, il est fadle de voir que G est un sous espacevedoriel fermé de V, clest
dornc &aement un espace omplet pou la norme indute par V. Nous verrons plus tard
(propasition 3.3.) que les déplacaments inextentionnels ont plus réguliers que des
déplacements quelcongles de V : G 0O H*Q), vor égaement [Geymonat et
Sanchez,95).

3.1.3.Définition. - Un déplacement u sera dit trivial ourigide infinitésimal sil est de
laforme:

(3.1.2 u=C,Lr+C,
ouC, et C, sont des vedeurs constants de R®. o

Ces déplacements ont des lutions triviales du systéme de flexion (3.1.18). Ce
sont dorc des déplacements inextensionrels particuliers. On les appelle éalement
déplacements rigides infinitésimaux ca en théorie tri-dimensionrelle de I'éasticité
linéais&) les déplacements dits "rigides infinitésimaux" sont des déplacaments (sur un
volume!) qui annuent le tenseur de déformation tri-dimensionrelle linéaisé @ qui
séaivent souslaformeu =C,Cp + C,, ouC, et C, sont des vedeurs constants de R® et
p désigne le vedeur position dfinissant le corps volumique considéré ; ils sexpriment
dorc de fagon tout a fait analogue a(3.1.2. Il a &é montré, dautre part, que de tels
déplacements ont les sules déformations a anserver alafoislapremiére @ laseconde
forme fondamentale de la surface c'est le lemne du mouvement rigide de [Bernadou et
Ciarlet,76]. Si S est encastrée sur une partie (de mesure> 0) de son bad, on peut
montrer que le seul déplacement trivia ou rigide infinitésimal admissble et le
déplacement nul, c'est a dire que I'espaceG et I'espaceG qudienté par I'ensemble des
déplacements triviaux ou rigides, coincident dans ce ca.

(*) On pourra mnsulter & cesujet des manuelstels que "Elasticité tri-dimensionnell €' de P.G. Ciarlet ou
"Meécaique des mili eux continus' de G. Duvaut.
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3.1.4. Dé€finition. - Une surface (resp. ure portion dce surface) est dite
[géométriquement] rigide ou [a flexon pue] inhibée s les suls déplacements
inextensionrels admisshbles nt des déplacements rigides [inifinitésimaux] . o

3.1.5.Remarque. - Nous ferons ouvent |'abus de langage "une surface &t inhibée ou
rigidesi G ={0}" en vouant exprimer que G se réduit a l'ensemble des déplacements
rigides ; c'est adire quon identifie ebusivement G et I'espacequaient G/{d éplacaments
rigides}. o

La nation ce surfaceinhibée doit étre nuancée aecla nation ce surfacerigide
bien inhibée introdute dans [Sanchez-Paencia, 89, dou nows avons adopé la
terminologie de surface"a flexion pue inhibéée'. Soit y(u), le tenseur de déformation
linéarisé de lasurfacd™) , pou un déplacement u deV :

(3.1.3 y(u) = 2du.dr.

L'expresson du tenseur de déformation linéaisé en coordonrées locdes peut étre
obtenue daprés les expressons du systéme de flexion (équivalent a y(u) =0) en
coordonrées locdes, voir les expressons (3.2.6 et 3.2.9 delasedion suivante.

3.1.6. Définition. - Une surfacerigide est dite bien inhibéesi il exste une mnstante
c>0teleque:

L%(Q) 2 C”u

(314 [y(u) e OuOV. o

Un exemple dassque de surfacebien inhibée et une surface diptique réguliére (C°)
sans bord ou, fixée ou encastrée sur tout son bad, var [Geymonat et Sanchez-
Palencia, 95 ouencore [Ciarlet et Sanchez-Palencia,95.

3.1.7.Dé€finition. - Une surface rigide est dite mal inhibée s elle n'est pas bien
inhibée o

Autrement dit, les surfaces ma inhibées ont des aurfaces inhibées pour
lesquelles il existe une suite de déplacements de normes égales a 1 et dort la valeur du
tenseur de déformation peut tendre vers 0, correspondant aux "Pseudo-Bendings' ou
pseudo-flexions de [Goldenweizer, Lidskii et tovstik,79]. Nous y reviendrons dans la
sedion 7 ¢k ce bapitre.

(**

) A ne pas confondre avecle tenseur de déformation tri-dimensionnell e linéaisé d'un corps volumique.
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Cette nuance (dans le ca d'une surfaceinhibég joue un réle fondamental en
théorie des coques minces ou le probleme limite de la statique d'une mque dastique
(lorsque I'épaisseur tend vers 0) est tres différent suivant que la surface moyenne est
mal ou beninhibée Le ca bien-inhibé mndut aun probléme bien pasé dans un espace
classque, cest le ca des coques menbranaires, vair [Ciarlet et Sanchez-Palencia, 93 et
95] et [Ciarlet et Lods,94]. Cependant le ca mal inhibée peut condure aun probléme
sensitif ou a sensihilité exacerbée selon la termindogie de J.L.LIONS et E.
SANCHEZ-PALENCIA, voir [Lions et Sanchez-Palencia, 94 et 95|, signifiant une
imposshilit é pratique de cdculs numériques fiables. Nous y reviendrons plus en détail
au chapitre 5 de cemémoire.

UN CAS PARTICULIER : DEPLACEMENT INEXTENSIONNEL D'UNE PORTION DE
PLAN.

Nous commencons par le ca smple dun dan ou l'on peut expliciter les
déplacements inextensionrels. C'est cependant un cas atypique dans la mesure ou
I'équation (3.2.7) - que nouws explicitons dans la sedion suivante € qui caradérise dans
un certain sens les déplacaments inextensionrels- se réduit al'équationtriviale "0 =0".

Soit Pun dan, il peut étre défini par un paramétrage dutype :

(319 F(X%0) = X8 + X8,= (X1,X,,0).

Soit u = (u,,u,,u;) un déplacement inextensionrel sur le plan P ; les u, désignent
les composantes en coordonrées catésiennes du déplacement u. Le systéme de flexion
(3.1.19) séqit :

(3.1.9 u, =0
u,, =0
U, +U,; =0

ce qui entraine que (u, ,u,) est un déplacement rigide dans le plan (0.e,e,), avec la
composante "verticae" ou namale u, restant arbitraire.

L'espaceG seréduit dorc a I'espace des déplacements normaux au dan, moduo
les déplacements rigides dans le plan (qu'on peut éventuell ement supprimer en fixant le
plan sur une partie de son bad, nonréduit aun pant).
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3.1.6. Remarque. - Les déformations normales dun dan (les sules déformations
inextensionrelles, hamis les déplacanents rigides) changent "visiblement" les
longueurs. Mais comme pou la remarque @ncernant les déplacements rigides, il faut
bien avoir al'esprit que nous travaill ons en théorielinéaisée o

X3

Champ de deplacement inextensionnel sur un plan P.

Figure 3.1.2.

3.1.7.Remarque. - une surface plane n'est jamais rigide en théorie linéariseée C'est
une anséquence immeédiate du fait que le déplacement normal au plan est quelconqLe.
Cest un fait quil est intéressant de @mparer avec la théorie nonlinéaisée des
déplacements laissant la métrique invariante, dans laquelle il est clair quune surface
plane fixée sur tout son bad nadmet que des déplacements modifiant les longueurs.
Mais la nortrigidité linédre d'une surfaceplane arrespond ben a l'idéeintuitive guon
peut avoir d'une plague tres fine qui vibre trés fadlement, nows pouvors penser aux
instruments de musique apercusson (tambou). o

3.2. LE SYSTEME DE FLEXION EN COORDONNEES LOCALES.

Dans la sedion pgrécélente, sur une surfaceS = (Q,r), nows avons caradérisé un
déplacement inextensionnel comme un dplacement satisfaisant au systéme de flexion
(3.1.7) ou encore sous une éciture "universelle" (3.1.1a) (puisque ne dépendant pas du
systéme de mordonrées locdes chaisi). De fagon classque, nows pouvors expliciter le
systéme de flexion en coordonrées cartésiennes ou en coordonrées covariantes.
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EXPRESSON DU SYSTEME DE FLEXION EN COORDONNEES CARTESIENNES. LE
SYSTEME NON-KOWALESKIEN ET SON EQUATION EQUIVALENTE.

Soit S = (Q,r) ure surfaceol Q est un ouwert conrexe de R®. Etant donré un
repére orthonamal (0,e,,e,,&,), onsuppcse que le paramétrager est delaforme:

(B3.2.) O(Xu%) OQOR*  r(X,X)=X€ +X8& + (X, X,)e,

X3

Une surface en coordonnees cartesiennes.

Figure3.2.1

Ledomaine Q est alorslaprojedion athogonale de lasurfacesur le plan (0,e,,e)).

Labase mvariante de lasurface &t donré par :

(3.2.2 a,=(1,09,), a,=0,19, a =§(-¢,1r¢,2,1),

1
2

ovia=|a,Da,|=(1+¢,% +¢ ).

Les coefficients de la seaonde forme fondamentale dans |a base mvariante se cdculent
aorsfadlement, nows avons :

3.2. _ _ b
( 3 bo([3 =-<ay8,, >~ 5
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Soit ' une murbe de la surfaceS, définie de fagon implicite par une fonction ¢ (définie
sur Q avaleur dansR) :

I ={[x, %, O(X, X,)] tels que ¢(x;,%,) = 0, ou(x;,x,) 0 Q}.
D'aprés (2.3.9), I est uneligne asymptotiquede Ssi :
(3.2.9 ((p,2)2¢,11 ~2(0,9,)¢ 1, + ((p,1)2¢,22 =0.

Soit u un d&placement inextensionrel sur la surfaceS. On I'exprime selon ses
composantes cartésiennes :

U(XX,) = W€ + L€, + Uge,

De méme, nots avons |'expresson en coordonrées cartésiennes d'une dérivée partielle
du déplacement u :

(325 u,cx(xl’x2) = ul,cxel + u2,cxe2 + u3,cxe$'
Et en remplacant les expressons (3.2.2 et (3.2.5 dansle systéme de flexion (3.1.13) :
<u’a,aﬁ>+<u‘B,aa>:O,

nous obtenors | e systéme d'éguation aux dérivées partiellesdu 17 ordre :

B u, + (0 Uz, = 0
D u,, + (0 22U =0
(3.2.9 HJl,z +Uy, +¢ U, +0,u;,;, = 0.

Le systéme d'E.D.P. (3.2.6 que nous appel ons systeme de flexion en coordonnées
cartésiennes, est dordre total 3 mais posede la propriété remarquable d'ére non-
Kowaleskien, i.e. toutes les courbes de Q sont caradéristiques (cf. remarque 1.1.8.
C'est unsimple cdcul dele vérifier. Cependant il est intuitivement clair que le probléme
de cauchy étant de se donrer u sur une @urbe I pou déterminer le déplacement sur Q a
partir de (3.2.6 quelle que soit I', ure ondtion dinextensibilit é doit impérativement
étre vérifiég autrement dit, le probléme de Cauchy n'est pas libre quelle que soit la
courber .

Le systeme diff érentiel (3.2.6 est en fait "équivalent” dans un certain sens a une
équation aux dérivées partielles du second adre en u,. C'est un résultat classque, voir
[Darbowx,1899 ou [Hadamard,64. Il suffit de considérer la troisieme éuation dce
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(3.2.9 et de la dériver successvement par rappat aux paramétres x, et x,, pus dy
retrancher la premiere éuation ce (3.2.6 quon aura dérivée deux fois par rappart au
parametre X, et retrancher encore la seconde &uation de (3.2.6 quon aura dérivée deux
fois par rappat au paramétre x,. Nous obtenors alors :

(3.2.7 B 22Us11 = 2 15Uz, + 9 55U, = 0.

Cest a dire que la composante verticde u, dune solution u du systéme diff érentiel
(3.2.6 est solution e I'équation dff érentielle du second adre (3.2.7). Rédproquement,
S u,est une solution de (3.2.7), le systéme (3.2.6 permet de déterminer locdement u,
et u,, par une simple quadrature, moduo les lutionsde :

u,, =0, u,,=0 e u,+u,,=0;

C'est adire moduo les déplacements rigides dans le plan (e;,e,) (en particulier si u, =0,
alorsu est un d&placement rigide dans le plan). Récaitulons :

3.2.1.Proposition. - Si u est une solution e (3.2.9, aors u, satisfait a (3.2.7).
Rédproquement, si u, est une solution de (3.2.7), alors on peut déterminer localement
u, et u, [moddo un dplacement rigide infinitéesmal dars le plan (e,&,)] tels que
u=(u,, Y ,u) soit unesolutionlocalede (3.2.6. o

On peut dorc dire que le systeme dEDP (3.2.6 est "equivalent" au sens de la
propasition 3.2.1a I'équation dfférentielle du second adre (3.2.7). Remarquors quil
n'y a pas d'incohérence malgré le fait que le systéme (3.2.6 soit d'ordre total 3, c'est
parcequil est nonkowaleskien.

Par aill eurs, dapres I'expresson 1.3.5,'équation caradéristique de (3.2.7) pou
unefonction ¢ est :

(3.2.8 ((p,2)2¢,11 ~2(0.9,)0 1, + ((P‘1)2¢ 2=0
En comparant alors (3.2.8 avec(3.2.4), nows pouvors énorcer :

3.2.2. Proposition. - Les courbes caractéristiques de (3.2.7 sont les lignes
asymptotiques de la surface S [ou dutdt les lignes de Q définissaant les lignes
asymptotiquesde S; darsla suite, nows ferons g/stématigement cet abus de langagg].
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Autrement dit : I'équation dfférentielle du second adre (3.2.7), équivalente au systeme
de flexion, sera respedivement de nature dliptique, parabdique ou hyperbdique
suivant que la surfacesera dli ptique, parabdlique ou hyperbdigue.

3.2.3.Remarque. - La propasition 3.2.2donre un asped fondamental du probléme des
déplacements inextensionrels, a savoir que la géomeétrie de la surfaceintervient de fagon
esentielle dans leur éude. Cela montre auss I'extréme variétés des cas posshles qui
rend dfficile une &ude systématique. o

EXPRESSON DU SYSTEME DE FLEXION EN COORDONNEES COVARIANTES.

Soit S = (Q,r) une surface Soit uJG un déplacement inextensionel sur S. Nous
choisisons ici d'exprimer u suivant ses composantes covariantes (C'est a dire, nows
I'exprimons dans la base contravariante) :

u=ua +ua +ua.

Les dérivées partielles de u séaivent alors en coordonrées covariantes slivant la
formule (2.1.13, dérivée des formules de Gauss et Weingarten (2.1.19, que nous

rappelons:

- A 1 A 2 A 3
u,a _(ul,u _rlcxu)\ _blcxu3)a +(u2,a _r2cxu)\ _b2cxu3)a +(u3,a _ba u)\)a '

Si bien quen remplacant dans I'expresson "universelle" du systéme de flexion (3.1.19),
nous obtenors le systeme aix dérivées partielles :

S U, — rl}\lu)\ = by,u; = 0
3.2 O Uy~ rzkzux - b,,u, =0
(3.2.9 %(ul,z +U,,) = rfzux -byu; = 0

Le systéme diff érentiel (3.2.9 est un systeme d'E.D.P. linédre du I¥ ordre, nows
I'appelons  systéme de flexion en coordonnées covariantes. Cest un systéme
différentiel d'ordre total 2. En effet, (3.2.9 n'implique pas de dérivéede la composante
normale us.

Chaisisons une cate définissant S tell e que les courbes coordonrées ient des
courbes principales orthogondes, comme cda et toujours possble dapres la
propasition 2.4.4.Dans un tel systeme de cmordonrées, le wefficient (de la seande
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forme fondamentale) b,, est nul. On peut alors "diminer" I'inconnte u, en combinant la
premiére éuation cke (3.2.9 dansla deuxieme (ou vice-versa). On oltient un systéme de
deux équations aux dérivées partiell es a deux inconnues :

(3.2.10 Uptlpy = 2 5,
ool — Btk (bl bl ).

Nous appellerons (3.2.10, le systéme de flexion [en coordonrées principales] réduit.
Conreissant u, et u, solutions du systéme diff érentiel (3.2.10, la premiére ou la seconde
équation ck (3.2.9 permet de déterminer la cmpaosante normale u,. On détermine ansi
une solution dusystéme de flexion (3.2.9, c'est adire un d&placament inextensionrel.

Une oourbe T ={(y.,y") / ¢(y',y") =0} est une murbe caadéristiquede (3.2.10 si :
(3.2.19 ((P,z)zb22+((p,1)2b11:0-

Nous remnraisons, en (3.2.1), ure @uation dfinissant les lignes asymptotiques de S
(avec b, = 0). Ainsi le systéme de flexion (3.2.9 est équivalent a un systeme dEDP
d'ordre total 2 et qui est de nature hyperbalique ou dlli ptique selon ge la surfaceS est
hyperbadlique ou dlli ptique, cequi est naturellement consistant avecla propasition 3.2.2.

CASD'UNE SURFACE HYPERBOLIQUE.

Soit S une surfaceuniformément hyperbadique définie par une cate (Q,r) telle
gue les courbes coordonrées ient les lignes asymptotiques de S, dapres la
propasition 2.4.3,les coefficients de la seaonde forme fondamentale b,; se smplifient :

(3.2.12 b,=b,=0 et b,#0.

Le systeme de flexion en coordonrées covariantes (3.2.9 se réduit alors:

E U, — rl)\lux = 0

(3.2.13 H Upp = |_2)‘2U)\ = 0

o H i@, +u,,)-Tiu, = byu
[ 2\M2 2,1 124\ 1243+

Nous constatons que les deux premiéres équations de (3.2.13 forment un systéme
linédre dEDP hyperbdique sous s forme dite diagonde. La troisieme éjuation
(3.2.13 permettant de déterminer la cmpaosante normale u,, a partir des composantes
tangentielles u, et u,.
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CASD'UNE SURFACE ELLIPTIQUE.

Dans le ca dune surface uniformément dliptique, nows avons rappelé
précéemment (propasition 3.2.) que le systeme de flexion en coordonrée catésiennes
(3.2.6 est équivalent dans un certain sens a une guation dfférentielle du second adre
elli ptique. De fagon analogue le systeme de flexion en coordonrée @variantes (3.2.9
est équivaent au systeme (3.2.10 qui est alors €lli ptique.

En chosissant un systéeme de wordonrées isométriques conjuguées, dapres la
propasition 2.4.2 ) es coefficients de la seande forme fondamentale se smplifient :

b, =b,, eth, =0,
et le systeme de flexion en coordonrées covariantes devient :
(3.2.19 B Uy, = T)u, +b,u,
U Uy, = rzkzu)\ +b,,U,
o tUyy = ZFIAZUA .

En soustrayant la premiere éuation e (3.2.19 par la seamnde @ en reprenant la
troisiéme, nows obtenors le systeme diff érentiel a deux inconnues:

(3-2-15 EJM —Uy, rl)\lu)\ - r?zux

— A
b Uy, = 2r12u)\'

S bien quen posant : w=u, +iu,, etz=y +iy* (o0 i est le nombre mmplexe
imaginaire purei® = -1), nous avons:

ow _ow . ow

ow_ow . ow 6W_6w+.6w
0z oy' oy’

et —=—-+1—.
0z oy" oy’

s bien gue le systeme (3.2.149 est équivaent al'équation dff érentielle:

(3.2.19 OW _ Aw+BW,

0z

avec

A:%[rlll_I—Zl2+2r122+2ir112_ir121+ir222 B:%[r111_r212_2r122+2ir112+ir121_ir222 .
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Par définition, une solution de (3.2.1§ est une fonction pseudo-analytique ou
analytique généraliséd”), qu possdent de nombreuses propriétés analogues a des
fonctions anaytiques. Cest la théorie développée par |. N. VEKUA dans =
monagraphie "Generalised analytic functions’ permettant dobtenir des cas de
rigidification pou certaines surface di ptiques, naamment des cas avecdes plis ur tout
le bord (voir lapropasition 4.3.3.

Il nous faut indiquer également que le systeme (3.2.9 est dlliptique au sens de
Douglis et Nirenberg, théorie que nous ne ferons quévoquer dans ce mémoire (voir
[Douglis and Nirenberg,1959). Cet asped du systeme de flexion a é&é développé dans
[Geymonat et Sanchez-Palencia, 91 et 95], propasition 3.1.Nous en citons des résultats
d'inhibition et de quasi-inhibition des surfaces elli ptiques tels que :

3.2.3.Proposition. - Un ovoide sansbord est bien inhibée o

3.2.4.Proposition. - Une surface dli ptique avecune des condtions sur tout son bad a,
b,c, d,eouf:

au=g;bju,=9g;0u=9g;dou=9g;€edu=9;f)ou=9

est quasi-inhibée c'est a dre, |'espace des déplacements inexensionrels est de
dimensionfinie. o

Le ca d'une surfacedort tout les points sont paraboli ques est étudié apart, dans
lasedion 6 c ce bapitre : c'est le ca des surfaces développables pour lesquell es nous
expliciterons I'expresson générale dun dEplacenent inextensionrel  (cf.
propasition 3.6.1).

3.3. REGULARITE D'UN DEPLACEMENT INEXTENSIONEL.

Soit S=(Q,r) une surface ¢ G I'espacedes déplacements inextensionrels aur S.
Les déplacements sur une surfacesont a priori définis dans I'espacede Sobdev H'xH'x
HZ. Nous all ons voir que les expressons en coordonrées locaes du systéme de flexion
(3.1.7) permettent d'obtenir une régularité plus grande (voir [Geymonat et Sanchez-
Palencia,95)).

() Voir [Courant-Hil bert] pour un exposé introductif, nous renvoyons également & [Bers,53].
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3.3.1.Proposition. Soit uJG, u0H'xH'xH*(Q) adorsudH*(Q) .o

Preuve : Le systéme de flexion en coordonrées covariantes (3.2.9 nous donre
fadlement les estimations :

u, OHY(Q), u,, OHY(Q) et (u,+u,,) OH(Q),
cequi entraine :
U, OLX(Q), u,,, OLX(Q),
U, OL2(Q), u,,, OL*(Q),
(Up +U,5,) OL2(Q) et (U, +U,,,) OLX(Q).
En combinant les derniéres relations, nows obtenons de plus :
u,, OL*(Q)
W, OL2(Q),
dou:
u, OHY(Q) etu,, DHY(Q).
Autrement dit nous avons montré que u, JH?*(Q) etu, OH?*(Q), et donc uUOH%(Q). =

3.3.2. Remarque. - En réitérant le procédé de la propcsition 3.3.1et en utilisant un
lemme de Deny-Lions®) nous obtenors une régularité supp émentaire u0H*xH3*xH?, o

Nous pouvors redéfinir I'espacedes déplacanents inextensionrels par :

(3.3.9 G ={ uOH¥Q) / du.dr = 0}.

Dans le ca d'une surface uniformément elliptique, I'équation dfférentielle
(3.2.7) est dors de nature dli ptique. Une solution ce I'équation (3.2.7) (la compaosante
verticde) est alors auss réguliere que S dans Q (cf. théoreme 1.3.4. D'autre part, il est
clair quil est toujours possble de trouver, locdement, trois g/stémes de wordonrées

(*) Lemme de Deny-Lions : Soit Q unouvert de R" et soit fOH™(Q) tell e que .fOH™(Q) alors fOLX(Q),
voir [Deny et Lions,57] ou encore [Amrouche & Girault,92].
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catésiennes tels que les composante "verticdes' correspondantes forment une base de
R, ans nous avons:

3.3.3.Proposition. - Sat S = (Q,r) une portion de surface uniformément elli ptique de
clase C", n=0. Sdt u un dplacement inextensionrel sur S, alors u est de dasse C"
dars tout ouvert suffisamrment régulier contenu dars Q. o

3.3.4.Remarque. - Il faut noter que la propriété de régularité et locde, si bien quun
déplacement inextensionrel sera dautant plus régulier dans une partie de S plus
réguliere. o

Dans le ca d'une surfacehyperbadlique, la régularité HxH®x<H? ne peut pas étre
amélioré, méme al'intérieur et méme s la surface &t tres réguliére, en effet, dapresla
remarque 1.2.11,il est propre aux systémes (strictement) hyperboali ques linéares (penser
al'équation des ondes) de "transporter” et dorc de wnserver la régularité de la donrée
de Cauchy pou les lutions dun pobléme de Cauchy, ce qui peut étre le ca dun
déplacement inextensionnel. Cependant la tracesur une murbe des dérivées emndes
d'un d&placament sur une surfacehyperbdli que peut avoir unsens:

3.3.5. Proposition. - Sat S = (Q,r) une surface uniformément hyperbalique & soit
une ourbe de S transversale aux lignes asymptotiques de S. Sat u un dplacement
inexensionrel sur S. Alors u et ses dérivées partielles d'ordre inférieur ouégale a 2 ort
unsensdansL*(N). o

Nous renvoyons a [Geymonat et Sanchez-Paencia, 95 pou une preuve de la
propgsition 3.3.5,mais nous montrerons dans la propasition 3.5.7 unrésultat de trace
analogue ncenant des éléments de l'espace R(S) (isomorphe a G que nous
introdusons danslasedion 5 ¢ ce bapitre).

La régularité des déplacaments inextensionrels sur une surfacedéveloppeble est
traitéeindépendamment ala sedion 6 c ce bapitre.

3.4. CHAMP DE ROTATION INFINITESIMALE ASSOCIE A UN DEPLACEMENT
INEXTENSIONNEL. CRITERE DE RIGIDITE.

Soit S une surface définie avzec une cate (Q,r). Soit u 0 G, un dplacement
inextensionrel. u définit de fagn classque (voir [Darboux,1894, [Vekua,59 ou
[Spivak,75]) un champs « satisfaisant a:
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(3.4.] du=wlCdr.
Cest adire:

u,=«la
(3.4.2

u,=uwl a,

Defagn dusprédse:

3.4.1.Proposition et définition. - Sat u un dplacement inexensionel de G. Il existe un
unique dhamp « tel guon at (3.4.2. C'est le champ de rotation infinitésimale associé
au. Deplus, le champ w satisfait alarelation:

(3.4.3 «,La=w,La,

et nous avons|'expresson explicite:

S
0 at
(349 w7 = [us, - bl
o &
g)\)sza_z(uzi ,2) rlyZuy_b12u3]'

m]

Ou les «' désignent les composantes contravariantes du champ de rotation « = «' a, les
U, désignent les composantes covariantes du déplacement u = u, @, et a=|a,0a,| et les
b sort les coefficients une fois covariant et une fois contravariant de la seconde forme
fondamentale (cf. (2.1.8).

Preuve : Montrons d'abord |'unicité du champ de rotation associe : soient ; et o, deux
champs sttisfaisant a (3.4.2 pou un méme déplacenent u, aors (3.4.2 entraine
immeédiatement :

(W, -~w,)Ha, =(w, -w,) Ha, =0.
Si bien que nous avons : &, = .

En éaivant I'égdité de Schwarz : u,, = u,, , les relations (3.4.2 indusent
immeédiatement larelation (3.4.3.
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Enfin, pou obtenir I'expresson explicite (3.4.49 de w en fonction e u, il suffit de
développer, toujours dans (3.4.2 les dériveées partielles u , suivant leurs compaosantes
covariantes et développer « suivant ses composantes contravariantes. On oltient :

(3.4.5 (Uy o = Mo Uy —by ;) a"+ (U;o —bJu,)a; = (w' &) Oa,.
Il suffit alors d'identifier chaque terme de (3.4.5 suivant la base ontravariante. ®

3.4.2.Remarque. - Un champ défini par laformule (3.4.4 apparait dans I'expresson de
la variation p(u) de la seande forme fondamentale (voir [Ciarlet et Bernadou,73).
Maisle champ alors défini n'est bien entendu s un champ de rotation infinitésimale au
sensde (3.4.]) s le déplacanent a partir duqel il a €é défini n'est pas inextensionrel.

a

3.4.3.Remarque. - L'expresson (3.4.4 indique quun champ de rotation infinitésimale
est dans HY(Q), et donre fadlement les estimations suivantes :

(34 oy < Sl

H(Q) + ||ul||L2(Q) + ||U2||L2(Q)]’

(3.4.7 |0 2y < Y

L3(Q) HixH!xH?(Q)’

avecune mnstante C > 0 dépendant de la surface; on peut prendre:

C= Sgp{blw b, rfz} x Stl)p(%) :

D'autre part, dapres la propasition 3.3.1,nows savons quun ddplacement inextensionrel
appartient al'espacede Sobdev H%(Q), si bien que nous avons de plus:

(3.4.8 ||w||H1(Q) = C”u”HZ(Q)' =

D'aprés la remarque 3.4.3 now pouvors définir I'espace W des champs de
rotation infinitésimale sur S (ou sur Q) par :

W={«wOHYQ) / «,Ca=u,Cal}
Cette définition est justifiéepar une rédproque alapropasition 3.4.1:

3.4.4.Proposition : Sdt w un champ de rotation infinitésimale de W. « détermine un
déplacement inextensionel u de fagcon urique moduo un dplacement rigide. On a
I'expresson explicite:
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(349 uyy) = J’Oylco,l(t,yz)D[r(yl,yz)—r(t,yz)]dt+I0y2co,2(o,s)D[r(yl,yz)—r(o,s)]ds
+ déplacement rigide. o

Nota : Les champs de rotation infinitésmale éant des éléments de H'(Q), la trace
d'une dérivée de « n'a pas de sens a priori. L'expresson (3.4.9 doit étre considéré
comme |'opérateur intégral défini en (3.4.9 pou des fonctions continues de dasse C*
prolongé de maniére dassque par continuité de L*Q) dans L*Q), comme dans le
lemme 1.2.10.0n commet alors un abus d'éaiture en gardant les mémes natations. o

Preuve de la propasition 3.4.4: Soient w un champ de rotation infinitésimale @ u un
champs de déplacanent tels que les deux équations de (3.4.2 soitent satisfaites. Il est
alorsfadle de vérifier que u satisfait au systeme de flexion (3.1.13), définissant ainsi un
déplacanent inextensionrel.

Pour obtenir (3.4.9 nous opérons par une simple quadrature. En intégrant de fagon
formelledans (3.4.2, il vient :

J'Oyl [w(yl, y?)Or,, (", yz)]dyl +u(0, y?)
[ oty 92 0., (4%, 92|92 + u(y* 0)

u(y', y?)

ouencore:

wy'y) = [ 5y On Gyl + [ [@0.99) O, (059 +u(00).
En intégrant alors par partie, il vient :
Wy = [eOryA)]- [ o 5,y Or (s vy’
-[w Or(0,0)] - onz [oo,2 (0,9%) Or (O, 92)]d92 +u(0,0).
Mais on a, en développant w(y*,y?) :
WYY = [ 0 yIE +00y) = [ 0, (1Y) + [ ©,(0.97)d5” +w(00)
pou finalement obtenir :

Wy = [ en @YD DGy -yl [ @, 0,99 Dy y?) - 10,99 ]y
+0(00) O[r(y", y*) ~r(0,0)] + u(0,0).
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L'expresson " «(0,0) C [r(y, y?) =r(0,0)]+ u(0,0) " corresponcant & un déplacement
rigide ®

3.4.5. Remarque. - L'expresson (3.4.9 n'est pas unique (bien que le déplacament
inextensionrel le soit, a un dplacanent rigide pres). On peut choisir un chemin
diff érent et par exemple prendre I'expresson :

(34.9) uy'y) = [ @00 y)-raod+[ o, ¢h 90y y) -y s

+ déplacement trivial.

Larelation (3.4.3 asaure I'indépendance de l'intégration par rappat au "chemin” choisi.
On peut méme combiner ces deux chemins, ce qui donrerait une expresson explicite
valable pou des formes plus complexes de Q (non convexe par exemple, ou avec un
trou). o

CRITERES DE RIGIDITE D'UNE SURFACE.

Lapropasition 3.4.4indut un critere de rigidité d'une surface:

3.4.6. Proposition. - Sat S ure surface (resp. ure portion ce surface) et u un
déplacement inexensionnel de S. u est un déplacement rigide infinitésimal s et
seulement si le champ derotationinfinitésimale w qui lui est asocié est constant sur S.

Preuve : D'aprés (3.4.9 il est clair que s w est constant, aors u est un déplacement
rigide. Rédproquement si u est un d&placament rigide, alors par définition, son champ
de rotation ascié est constant. B

Nous pouvors dler plus loin dans le méme raisonnement pour obtenir un critére
derigidité d'une murbe d'une surface:

3.4.7.Proposition. - Sat I' une mwurbe de S. Saent un d&placement inexensionnel u et
son champ de rotationinfinitésimale asocié w, s larestriction al' de w est constart le
long e T, alors u est un d&placement rigide sur I'.

Preuve: Sans perte de générdit €, nows choisissons une cate (Q,r) de Stel que la wurbe
I soit la curbe wordonréel” = {r(y",y* = 0)}. Soient u un déplacement inextensionrel
et w le champ de rotation infinitésimale aswcié. Si « est constant le long de " dors la
relation (3.4.9 :



56 Daniel CHOI, Thése de doctorat de l'université Paris VI, 1995

u,=wla
sintégrelelong de ™ pou donrer :

(3.4.10 u(y',0) = « C [r(y*,0)-r(0,0)].
C'est adire que u est un déplacement rigidesur I'. |

3.4.8.Remarque. - Le aitére de rigidité dune courbe de la propacsition 3.4.7, est
suffisante mais n'est pas nécessaire en général. Pour obtenir (3.4.10 il suffit que les
composantes non-paralléles a a, du champ de rotation «w soient constantes, mais la
composante parallée aa, peut étre nonconstante. Le ca d'une surfacerégléedonre un
exemple ou on mut montrer que les génératrices £ @mportent comme des droites
rigides sns que pou autant les champs de rotation soient constants le long des
génératrices, voir laremarque 3.6.3. o

3.4.9. Remarque. - Le aitére de rigidité de la propasition 3.4.7 put étre éaement
déaite sur les dérivées partielles d'un champ de rotation (sous réserve que u soit
suffisamment réguliére) : si ladérivéedans la diredion tangente d'une murbe de tous les
champs de rotationinfinitésimale est nulle, dorsla ourbe est rigide. o

3.5. L'ESPACE R(S) DES DERIVEES PREMIERES DE CHAMPS DE ROTATION
INFINITESIMALE.

Soient S = (Q,r) une surface G |'espacedes déplacanents inextensionrels sur S
et W I'espacedes champs de rotation infinitésimale, comme dans la sedion précélente.

D'aprés I'expresson (3.4.9 de la propasition 3.4.4,les dérivées partielles d'un
champ de rotation « suffisent & déaire un dplaceanent inextensionnedl u a un
déplacement rigide prés. D'aprés laremarque 3.4.9, nos pouvors exprimer le aitére de
rigidité d'une @urbe aec une @ndtion sur la dérivée du champ de rotation
infinitésimale. Ce sont ces objets (dérivées partielles de champ de rotation et dort nous
désignors I'ensemble par R(S)) nortclassques qui vont nous permettre d'établir des
théoremes de rigidité pour des surfaces hyperbaliques et développables, que nows alons
étudier plus en détail. Ce qui suit dans ce mémoire mncernant les ééments de R(S), est
dorc original. Ces objets ont été introduts par I'auteur dans [Choi,93] ; ce sont toutefois
des objets analogues aux champs gatiques ou champs de flexion ("statics fields' ou
"bending fields" en anglais) définis dans [Vekua,59 p.423450. Cette dude est de plus
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motivée par la propasition suivante qui concerne la propriété de tangence ala surface
desdéivéesdew :

3.5.1.Proposition. Sat w 00 W, unchamp de rotation infinitésimale sur une surface S.
Alors la composante normale a la surface des dérivées partielles premiéres de w est
nulle. Autrement dit : la dfférentielle de w est tangente a la surface, en tout point. o

Preuve: Il suffit de faire le produt scdaire des deux membres de I'égdlité (3.4.3 avec
a, (resp. a,) pour obtenir :

<[w,Ca],a> = <[w,Ca],a> =0,
cequi entraine :
<w,,[a,Ca]> =0 (rep.:<w,,[a,La]>=0).m

3.5.2. Remarque. - Cette propriété, esentielle pour la suite, nest en soi pas
surprenante, dans la mesure ou, intuitivement, un déplacement inextensionnel est une
flexion ce la surface; flexion qu peut étre provoquee par une " adion " normale ala
surface tandis que une " adion " tangentielle aurait tendance a érer la surface ¢ dorc
de modifier leslongueurs. o

Soit w unchamp de rotation infinitésimale sur S, en pesant w, = w, et W, =w,,
larelation (3.4.3 devient :

w,La,=w,La,
et les champ (w,,w,)vérifient la condtion dintégrabilit & (au sens des distributions):
Wip=Wp,.

Nous définisons |'espace R(S) représentant les dérivées partielles d'un champ de
rotationinfinitésimale:

3.5.3.Dé&finition. -
R(S) = {(w,wy)O[L(Q)]* telsque w,Ca,=w,Ca, etw;,=w,,}. o

D'apres la propasition 3.41, un dplacement inextensionnel u 0 G définit un
unique damp de rotation infinitésimale w par I'expresson (3.4.4. De fait, en
considérant les dérivées partielles de «, atout u [0 G il correspond, @& cdte fagn, un
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unique oupe (w,,w,) de R(S). Nous avons ainsi défini une gplicaion de G dans R(S)
quenows natons R :

G OB R(S
u M - R(u) = (wy,wy).

Il est clair que I'applicaion R est linédre. D'apres la propasition 3.4.6, un élacement
inextensionrel u est un déplacament rigide s et seulement si son champ de rotation
associé est constant, c'est adiresi R(u) = (0,0). Autrement dit : Ker(R) = {d éplacanents
rigides}. Nous avons montré la propasition :

3.5.4. Proposition. - L'espace vetoriel R(S) est isomorphe a l'espace qudient
G / {déplacements rigides infinitésimaux}.

3.5.5.Remarque. - Il est fadle de vérifier que I'espaceR(S) est fermé dans [L*(Q)]~
Or, pou tout déplacement inextensionnel u de G nows avonsl'estimation (3.4.7) :

” R(U)”LZ(Q) = ||(W1’W2)||[L2(Q)]2 = C||u||H2(Q)’

s bien que, dapres un théoreme de Banadch(®), I'isomorphisme R est bicontinu de R(S)
dans G/{d éplacanentstriviaux} et il existe une wnstante positive C > Otelleque:

VD[dépIaLQnLntrigide}||u_ V”HZ(Q) = C”(Wl'WZ)”[LZ(Q)]2 -H

Nous pouvors ansi, dapres la propcsition 3.5.4, doner une définition
équivaente aladéfinition 3.1.4 tline surfaceinhibée

3.5.6.Proposition. - Sat S = (Q,r) une surface, S est rigide ou inhibées et seulement
s R(S) ={(0,0}.

D'apres la propasition 3.5.1,les éments de R(S) sont tangentes a la surface
Cette propriété nous permet d'avoir des expressons relativement simples lorsquon les
exprime en compasantes contravariantes .

Soient (w,,w,) [0 R(S), pasons (cequi seravalable dans toute la suite de cemémoire) :

ch :Wgaw

() Voir par exemple dans [Brezis,83] : Soit E et F deux espaces de Banach et soit L une gplication
linédrede E dansF. Si L est continue € bijedive, alorselle est bicontinue.
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les coefficients w? avec w>= 0 sont dorc les composantes corntravariantes du coupe
(w,,w,). Elles stisfont & un systéme au dérivées partiell es isau des relations définissant
les éléments de I'espaceR(S).

En développant suivant les formules de Gausset de Weingarten (2.1.15 dansw, , = w,,

[W]YZ + rzy)\Wl}\]ay +[b>\2W1A]a3 = [Wg,l + rl\;\\l\é\]ay +[bb\W;]a37

et en identifiant sur chague composante de la base @variante, nows obtenors un systéme
d'E.D.P. du T ordre que nous appell erons systéme de flexion dérive:

1 1 A — 1 1 A
(3 5 ]) |]Wl,Z + r2)\Wl - W2,l + rl)\WZ
9. 2 2 A — 2 2 A
DWl,Z + r2)\ Wl - W2,l + rl)\WZ

1 2 — 1 2

o2 +bw? = byw? +by,we,

D'autre part, en développant dans w,C a, =w,C a,, il vient :
w; a, Da, =w, a, Oa, 0 w[a,0a,]=w;[a,0a,].
D'ou:
Aveclardation (3.5.2, le systéme (3.5.]) n'est dorc plus qua trois inconntes.
D'autre part, la troisieme éuation ce (3.5.1) ne cntient pas de dérivées ; c'est une

équation e compatibilit & Le systéme (3.5.1)-(3.5.2 peut dorc se réduire aun systéme
de deux équations aux dérivées partiell es a deux inconntes.

Nous retrouvors également la dépendance de la nature du systeme a la nature
géométrique de la surface: il suffit par exemple d'éaire, dapres latroisieme éuation e

(3.5.):
b22W12 = bllW:Zl + 2b12W§ )

les deux premiéres équations du systeme (3.5.1)-(3.5.2 donrent alors:

M omw,0 g0 1 @QZD
10+ 2 0= f(w;,w3),
(353 D b,0w2,0 Ob, ~2b,Twz,m
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gue nous appell erons systéme de flexion dérivé réduit ; dans I'égalité (3.5.3, f désigne
une fonction d&pendant des coefficients de S et des w; (de fagn affine) que nows
n'explicitons pas.

Une oourbe I = {(y,,y?) O Q / ¢(y"y?) = O} est une murbe caadéristique de (3.5.3 s
elle satisfait a:

Cestadires :
b22(p,12 - 2b12(p,1q),2 + bu(p,z2 =0,

ou nots remnreisons I'équation caradérisant les lignes asymptotiques de S. Résumons

3.5.7.Proposition. - Sdt S= (Q,r) une surface de dasse C* et soient (w,,w,) 0 R(S).
Alors les composantes contravariantes de (w,,w,) satisfont au systeme différentiel
(3.5.) e (3.5.2 équivalent au systéme différentiel (3.5.3 dort les courbes
caractéristiques ont (définissent) les lignes asymptotiques de la surface S.

Ainsi, lanature du systeme de flexion dérivé (3.5.]) et (3.5.2 est intrinséque ala nature
de lasurface bien que I'espaceR(S) soit défini pour un parametrage de S donré. Ce qui
est bien cohérent avec la propasition 3.2.2.Nous pouvors dorc prendre avantage des
coordonrées gpédales aur une surfaceselon sa nature pou simplifier les expressons du
systeme de flexion d&rivé (3.5.1)-(3.5.9. C'est ce que nous ferons plus loin dans la
propasition 3.5.8€t la propasition 3.5.10.

3.5.8.Proposition. - Sat S ure surface hyperbadlique définie par une arte (Q,r) telle
que les courbes coordonrées ient les lignes asymptotiques de S. Alors, le systeme de
flexon cérivé(3.5.1-(3.5.9, pou tout coupge (w,,w,) de R(S), seréduit a:

1 _ 1.,,1 1.,,2

(3 5 ‘9 DWZ,l - _ran + r22W1
e ENZ :rzwl _rzwz

1 11YY2 2201 s

2

(3.5.5 W =w2 =0.
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Preuve de la propasition 3.5.7: Dans un tel systeme de wordonrées, dapres la
propasition 2.4.3]es coefficients de la seconde forme fondamental e se réduisent :

b,=b,=0 e b,%0,
de sorte que latroisieme éuation de (3.5.1) devient :
bWy = by,W;.

En combinant alors avec (3.5.2, il vient (3.5.5 et en reportant dans (3.5.7), nows
obtenors (3.5.4. m

3.5.9.Remarque. - Larelation (3.5.5 de la propasition 3.5.7indique une propriété tout
afait particuliere propre aux surfaces hyperbaiques : pour tout &ément (w,,w,) de R(S)
d'une surfacehyperbadlique doté d'une cate dort les courbes coordonrées ont des lignes
asymptotiques, Nows avons :

(3.5.9 w,=w’a, etw, =w; a,.

En particulier, la dérivée dans une diredion asymptotique d'un champ de rotation
infinitésimal sur S, est transversale a céte diredion. o

3.5.10.Proposition. - Sat S ure surface dliptique avec un systéme de mordonrées
isométriques conjuguées. Alors, le systeme de flexion dérivé (3.5.1-(3.5.2, pou tout
coude (w,,w,) de R(S), seréduit a:

(3.5.7 AW, =Wz =M = M W3 = 205w,
@Nll,l +W;,2 = r121 - r222 W; - 2r122 Wll'
Ow; +w; =0
(3.5.8 0. 2 j
w; —w, =0.

Preuve : Dans un td systéme de wordonrées, dapres la propasition 2.4.2,les
coefficients de la seaconde forme fondamental e se réduisent :

b, =b, eth, =0,
de sorte que latroisieme éuation ce (3.5.1) devient :

b.L1W:2L = bzzwl2
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donrent la deuxiéme éuation ce (3.5.8 ; la premiére éuation étant simplement (3.5.2.
En remplacant dans les deux premiéres éguations de (3.5.1), il vient alors (3.5.7). m

REGULARITE ET TRACE SUR UNE COURBE DES ELEMENTS DE L'ESPACE R(S).

A priori les éléments de I'espace R(S) sont des ééments de I'espace L?, leur
régularité dépendant de la régularité des déplacanents inextensionrels. Or, nows avons
vu dans la sedion 3 d cechapitre que la régularité d'un déplacement inextensionnel
dépendait de la nature géométrique de la surface Il en est donc de méme pou les
éléments de I'espaceR(S).

Dans le ca dure surface hyperbdique la régularité H3xH’xH*Q) dun
déplacement inextensionrel u (composantes tangentielles et composante normale) et
dorc la régularité L? des ééments de R(S) est optimale, mais de fagon analogue ala
propasition 3.3.5,nous avons des résultats concernant la traced'un @éément de R(S) le
long d'une curbe d'une surfacehyperbadique:

3.5.11.Proposition. - Sat S = (Q,r) une surface uniformément hyperbadique & soient
(w,,W,)UR(S). S une ourbel de S est transversale aux lignes asymptotiques, alors la
tracesur I de (w,,w,) a unsens dans [L*(I")]>.

De plus, lorsque les courbes coordonrées nt les lignes asymptotiques de S, s la

courbe I est transvarsale aux lignes asymptotiques a y'=constante (resp. a
y? = constarte), alors latracesur I' dew, a unsensdars L*(I") (resp. w, OL*()). o

Autrement dit :

3.5.12.Corallaire. - Sat S=(Q,r) une surface uniformément hyperbalique & soit I' une
courbede S. S la courbeI” est transversale aux lignes asymptotiques, ous elle et une
ligne asymptotique, alors pou tout champ de rotation infinitésimale w sur la surface la
dérivéede wlelong e & unsensdars L*(I").

Preuve de la propasition 3.5.11: Dans un systéme de mordonrées ou les courbes
coordonrées ot les lignes asymptotiques de la surface dapres la propasition 3.5.7 e
systéme de flexion dérivé se smplifie en (3.5.4-(3.5.5. Notamment (3.5.4) indique que

Ow:, OL2(Q)

(359 2, OL%(Q).
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Ainsi, daprés un théoréme de trace (propcsition 1.3.9, la trace sur une @urbe I
transversale aux courbes ay' = constante (resp. a y* = constantes), qu sont des lignes
asymptotiques de S, de w; (resp. w’) aunsensdans L*(I"). B

Dans le ca& dune surface diptique, la propasition 3.3.3,indique que les
déplacements inextensionrels (al'intérieur) sont auss réguli éres que la surface:

3.5.13.Proposition. - Sat S = (Q,r) ure surface uniformément elli ptique de dasse C™?,
m=0, adors les éléments de R(S) sont de dasse C™ dars tout ouvert contenu dars Q.

Mais il faut noter que la propriété de régularité précdlente, suivant la
remarque 1.3.5,est locde d n'est pas vraie sur le bord (de S) en général. Si bien qLe la
tracedes éléments de R(S) sur une murbe I de S est bien dé&finie pourvu que ' ne soit
pas au bad. Cependant, suivant la propasition 1.3.6,lorsque I' est une partie du bad,
nous pouvors tout de méme donrer un sens alatracesur I' des éléments de R(S) :

3.5.14.Proposition. - Sat S = (Q,r) une surface uniformément elli ptique de dass C°
avecl J0Q de dasse C'. Alors latracesur ' de (w,,w,)JR(S) a unsens dans H(I").

Preuve : Choisisons un systéme de @mordonrées isométriques conjuguées, daprés la
propasition 3.5.9, le systéme de flexion d&ivé satisfait par les composantes
contravariantes w° de (w,, w,) O R(S), donre e systéme (3.5.7) avec(3.5.9 :

1 1 _
@Vl,z —W, =

(i 1
a’vl,l +W2,2 -

1 1
rll r22

2 2
rll r22

2r,
r2

W,
w; .

w; -

W, —
En dérivant alors la premiére éuation ce (3.5.7) par rappat ay’ et en I'additionrant ala
deuxiéme éuation ce (3.5.7 quon aura dérivéepar rappat ay', nots obtenors que:
Aw OH Q).
Defagon analogue nous avons :
Aw, OH™(Q),

ou" A" désigne le dassque opérateur diff érentiel lapladen (remarquors que cest dans
cette opération e nous avons besoin de la régularité C* de S). Si bien que, dapres la
propasition 1.3.6,la trace sur 0Q (resp. sur ') des composantes W° a un sens dans
H™Y2(0Q) (resp. dansHY4(")). m
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Enfin, dansle ca d'une surfaceS développable, que nous éudions de fagon dus
détaill ée dans la sedion suivante, la trace des ééments de R(S) sur une ourbe I
transversale aux génératrices aun sens dans L*(I") (voir remarque 3.6.2).

3.6. DEPLACEMENT INEXTENSIONNEL D'UNE SURFACE DEVELOPPABLE.

Rappelons quune surfacesS est dite réglées elle peut séaire locdement sous la
forme S=(Q,r), comme e (2.6.1) avec:

(3.6.9 ryy) =cly) +y’ giy).

Les droites définies a y* constant sont les génératrices de S et les courbes a y?
constant sont des diredrices. La surfaceréglée S est développable, si de plus, les plans
tangents & S coincident le long des génératrices ou encore si sa @urbure totale K est
nulle (cf. propasition 2.5.3).

3.6.1.Proposition. Sat S ure surface dévdoppable définie ammnme en (3.6.1) et soit u
un déplacement inexensionrel sur S, dors, modudo un dplacement rigide, u séait
souslaforme:

(362 uy'y) = [o.9) () + P399 D[ey) - o8") + v oty )]

oup, OH'(y") et p, OL*(Y?). o

Génératrices

directrice T ez
2 une surface réglée développable

Figure 3.6.1
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Cest la description des éléments de I'espace G la plus générale. C'est une
description classque, voir [Darboux,1894, cependant nous avons une information
supdémentaire ncenant la régularité du dplacement, nows renvoyons a la
remarque 3.6.2.

Preuvede la propasition 3.6.1: Soit uncoupde de champs de R(S), espacereprésentant
les dérivées partielles des champs de rotation infinitésimale sur S. Rappelons que
I'espace R(S) est isomorphe a l'espace quaient G/{déplacaments rigides} (cf.
propasition 3.5.3. Notons, comme précé&emment, les compaosantes contravariantes de
(w,,w,) par :

W, =W, a,+W. a,.
Elles stisfont au systéme (de flexion dérivé) dE.D.P. du T ordre (3.5.1)-(3.5.9.

Dans le ca d'une surfacedéveloppable, dapres la propasition 2.5.3 les coefficients de
laseande forme fondamentale, ainsi que les ymbales de Christoffel se simplifient :

b,=b,=0etl;=0
et b, #0.

Si bien que les éguations du systeme de flexion cérivé (3.5.1)-(3.5.2 deviennent :

O w;=0

U

[l Wiz = —2r112Wi
(363 q we, =-wi, - 2riw]
et w; +w; =0.

La deuxiéme éuation ce (3.6.3 est une éuation dfférentielle ordinaire linédre en w;
guonintegre fadl ement, de méme pour latroisiéme ajuation. Nous obtenors:

5 w; = p,(YDE(Y' y?) = -w;
O W =p,(y)+F(y'y?)

ol ona das les fonctions E et F tels que E(y',0) =exp(0) =1 et F(y',0)=0, de
sorte que::
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E(y'y*) = exp(-[] 2r5(y",9°)9%)

y? .
FOSy5) =) (way = 2M5wi)(y", §7)dy” .

Les fonctions p, et p, sort, a priori, arbitraires dans L%Q). Mais pou que W soit dans
L*(Q), il faut que la fonction F soit également dans L%(Q), dou il est nécessire (et
suffisant) que p,' soit dans L?, c'est adire p,[1H".

Les champs (w,,w,) Séaivent aors:

0wy =Py (B )3+ [FOy) +ea(y)]as

(3.6.5 0 w, =-p,(YHE( y?)a,.

Ainsi, pou chague couge (p,,p,)0H™L? il correspond un uigue mude (w,,w,) de
I'espaceR(S) et rédproquement. Un déplacement inextensionrel u séait alors, moduo
un déplacement rigide (cf. propasition 3.4.4 :

@eg UV [ [p:(52,9"0) 40,5 2,5 O] O[r (4" y") =1 (5" O

o e EY )2, (v 99 Ofr (v ) - r(y' 9)| g
Or d'aprés le paramétrage donreé (3.6.1) nows avons :
(3.6.7 a, =c'(y)+y*g(y') eta, =g(y),
cequi entraine que :
a,(y, 9°) O[r (v, y) -1 (v, 9)] =9y O]y - 9°]a(y*) = 0.
Finalement, I'expresson (3.6.6 se réduit 4(3.6.2. &

3.6.2.Remarque - Dans I'expresson (3.6.5, nous remarquors que w, est dans H'(Q), si
bien que latracede w, sur une curbe quelcongle I" a un sens dans L*(I"). D'autre part,
toujours dans (3.6.9 il est faale de voir que w, a une trace le long de la diredrice, et
dorc sur nimporte quelle ourbe transversale aix génératrices (qui peut étre définie
comme une diredrice de la surface développable). Cependant, la trace sur une
génératricen'a pas de sens. o

CASD'UN CONE.
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Soit S un cdne de sommet X, défini par S= (Q,r) avec
(3.6.9 r(y.,y*) =X+y*g(y),
tel queg et g' soient linédrement indépendantes et S cortient le sommet X.

En appliquant la propasition 3.6.1, nos obtenors I|'expresson générale dun
déplacement inextensionnel sur uncone :

3.6.3.Proposition. - Sat u un d&placement inextensionrel sur S, uncéne défini comrme
en (3.6.9. Alors, moduo un dplacement rigide, u séait, avecpL?:

(369 uty'y*) = ) p(5)5)y £y aly).

X

Un cbne de sommetx

Figure 3.6.2.

Preuve: Soient u un déplacement inextensionrel sur S et (w,,w,) le mupe de champ de
R(S) qui lui est associé. D'aprés la propasition 3.6.1,u séait sous la forme ((3.6.2 et
les compaosantes contravariantes stisfont au systeme de flexion (3.5.1) et (3.5.29 qui se
réduit au systéme (3.6.3 donrant (3.6.4.

Or au sommet X, un dgplacanent se résume aune tranglation, si bien que nous avons en
particulier :

wi(y',0)=p,(y")=0.

D'ou:
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it = =w =0
O 2 _ 1
D Wl_pz(y )1

autrement dit :

(3.6.19 w, =0 etw, = p,(y)a,.

Si bien que (3.6.2 seréduit a(3.6.9. m

3.7. PSEUDO-FLEXIONS SUR UNE SURFACE. EXEMPLES.

Dans cdte sedion, en liaison avec les nations de surfaces bien oumal inhibées
(cf. définition 3.1.6et définition 3.1.7, nows explicitons pou cetaines wurfaces, des
pseudoflexions ou Pseudobendings introduts dans [Goldenveizer, Lidski et
Tovstik,79. Rappelons tout d'abord :

3.7.1. Définition. - Sat S une surface donrée par une arte (Q,r) et V I'espace des
déplacements admissble sur S. On suppcse que S est inhibée Une suite de
déplacements u" de V definit une suite de pseudo-flexionssur Ssi :

(3.7.9 V.

ly(um)

*(Q)

Les pseudo-flexions correspondent donc ades déplacanents grands par rappat a
la variation ce longueurs de la surface Cela ressemble beaucoup au déplacement en
flexion sur un dan. Nous avions vu que quun dan nest jamaisrigide.

PSEUDO-FLEXIONS D'UNE SURFACE HY PERBOLIQUE.

Soit S une surfacehyperbadlique @ soit S, une partie de Stelle que le bord de S,
soit congtitué uniquement des lignes asymptotiques. Il est clair quune telle partie de S
existe toujours. Nous alons exhiber dans ce qui suit, ure famille de déplacements u"
définis aur Stelle que lestrois condtions suivantes ient satisfaites :
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) u"=0sur S-S,.
(3.7.2 ii) u" iy 260 pou n suffisamment grand.
i) Ini[rl”y(u”) iy =0

3.7.3.Proposition. - Sdent S une surface hyperbdique & S une partie de S, comme
précéemment. On se donre une arte (Q,r) de S telle que les courbes coordonrées
definissent les lignes asymptotiques de S et telle que S; soit définie sur Q. = [0,T]x
[0,T]. Sat u" la famill e de déplacements sur S définie par :

2 ul = oy’ y)sin(ny’)
3.7.3 0w =#ey',y*)sin(ny’) surs,,
%)ﬂug = %[ug,l + uln,z] — Uy
et
379 u"=Osur S-S;.

ol ¢ est une fonction paitivede dasse C? a suppat compact contenu dars Q, et valant
1 dars un compact K, :

(3.7.5 ¢OCHQ), 0 p<1 et =1 sur Kk 0 Q.

Alors la suite u" est une suite de pseudo-flexions aur S satisfaisant aux trois condtions
de (3.7.2.

3.7.4.Remarque. - Danslapropasition 3.7.3 on put également choisir dans (3.7.9 :
(3.7.6 ¢OC"(Q), 0<sp<1 et =1 sur K 00 Q.
de sorte que les fonctions u" définies en (3.7.3 et en (3.7.4 soient de dase C", pou

m>2. On peut également prendre, de maniére plus générale, ¢ appartenant aD(Q;). o

Preuve de la propasition 3.7.3: D'abord, remarquors que i) de (3.7.2 est satisfait par
définition. Dans un tel systeme de mordonrées ou les lignes asymptotiques de S sont
définis par les courbes coordonreées, les coefficients de la seconde forme fondamentale
se simplifient comme en (3.5.9 :

b,=0, b,=0eth, #0.

(*) On dit que ¢ est une fonction plateau.
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Ce qui nouws asaure que les fonctions u" sont bien définies. La fonction ¢ n'a d'autre
fonction que de "liser" les fonction u", asaurant que les fonctions définies en (3.7.9
sont nulles et de dérivées premieres et secondes nulles (et donc continues!) sur le bord
deS..

Montrons ii) de (3.7.9. Les composantes covariantes du tenseur de déformation
linéaisé y(u) dun déplacament u sur S, séaivent suivant I'expresson du systeme de
flexion en coordonrées covariantes (3.2.9 :

S/ll(u) = u,- rl}\lu)\
(3_7_7) D/zz(u) u,, = rz)\zux
%/12 (u = %(ul,z + u2,l) - rfzux = by, U,

si bien que par définition, nows avons::
(3.7.8 Y1 (u") =0.

Il est fadle de voir, daprés (3.7.4), que u;' etu, convergent uniformément sur S
vers 0 lorsque n tend versl'infini. D'ou:

(3.7.9 )

] - 0.

O
L2(Q) n-c

Mais d'autre part, nows avons :

uy, =4, (y',y*)sin(ny?)
(3.7.19 uy, =+,(v',y*)sin(ny')
avec @, et@, étant continues, barnées asuppat dans Q.

Il estimmeédiat que les siites uy', etu; , convergent uniformément vers 0 dans Q, dou,
avec(3.7.9:

”yll(un)
||y22(u”)

(@) 0/M,-0

(3.7.1)
LZ(Q) |:| m - O’

Clest adire, pusquey,,(u”) = 0, que (3.7.19) indique ||y(u”)

2(0) 0 [ - 0.

Il nous reste amontrer iii ) de (3.7.2, c'est adire que lanorme dans V des déplacanents
u" est bornée inférieurement et strictement plus grande que 0. Il suffit pour cda de
montrer que |ug||, = ¢ >0. Nousavons:

2b,,uf = %(P,l sin(nyl) + (pcos(nyl) +%(pv2 sin(nyz) + (pcos(nyz) +I5ul,
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cequi entraine :

@ n

3713 J2b, |2 g [u

ey 2 |20,,u;

o 2 Hq{cos(nyl) + cos(nyz)]
ouK est une mnstante qui dépend e ¢ et de ¢, mais qui ne depend pas den. Or

”q{cos(nyl) + cos(nyz)]

IQ (pz[cos(nyl) + cos(nyz)]2 dy'dy?
IK [cos(nyl) + cos(nyz)]2 dy'dy’
IK [cos2 (nyl) + cosz(nyz) + Zcos(nyl) cos(nyz)]dyldy2

2
L*(Q)

\}

\}

et d'autre part, ona:

t, -t gt = t,-t, [®n(2nt,)- sin(2ntl)[1

1
- — [ cod2nt
2L s2n) 2 B n

t, 2 _ 1. _ _
J‘tl cos”(nt)dt —EJ‘tl 1- cos(2nt)dt =

s bien que (3.7.13 entraine finalement que :
n K
||2bl2|||_2(9)”u3”|_2(9) 2 K/ n
ol K’ est une mnstante positive qui ne dépend qie de Q.. D'olilarelation i) de (3.7.2
pour tout n suffisamment grand |

PSEUDO-FLEXIONS D'UNE SURFACE DEVELOPPABLE.

Dans le ca dune surface réglée développable S, nows pouvors également
exhiber des pseudoflexions d'une fagn tout a fait analogue ai cas d'une surface
hyperbadlique. Choisissons une cate d'une surfacedéveloppable du type (2.6.1) comme
dans lasedion précélente.

Rappelons que dans un tel systeme de mordonrées, dapres la propasition 2.5.3les
coefficients de la surfacese simplifient :

b,=b,=0etl; =0
et b, #0.

Si bien que I'expresson dutenseur de déformation linéaisé en coordonrées covariantes
se réduit :
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S/ll(u) = U, — rl)\lu)\ - by,U,
(3.7.13 V(W) = 32U, +U,,) - rl)\zux
HoU) = Uy,

3.7.5.Proposition. - Sat la suite de déplacements u" défini sur S par :

0 =4 (y' y*)sin(ny')
0 u =#ey,y") sur S;.
bl =uf, + MU

et u"=0sur SS,.

avec ¢OCHQ), 0< <1 et @=1 sur K 0Qx.

ou S; est une partie de S définie par une partie Q,= [0,T]x[0,T], pou T fixé Alors il
exste c> Otellequelasuiteu” satisfait a:

i) u"=0sur S-S,
(3.7.14 i) u"| ., 2 €> 0 pour tout n suffisamment grand
i) lim |y (u") o, =0

Preuve : La démonstration ce la propasition 3.7.5se fait de la méme fagon que pou la
propasition 3.7.3.

Remarquon tout d'abord que i) de (3.7.19 est satisfait par définition. De méme par
définition, nows avons :

(3.7.19 vy (u") =0.

D'autre part, nows pouvors cdculer :

n a1 . 1
(3.7.19 U, +tU, = H(p,z Sm(nyl) +H(p,1
a1
u2,2 - H(p,z

Il est fadle de voir que u; etu, convergent uniformément sur S vers O lorsque n tend
versl'infini, de méme que up, +u, etug,. D'ou:

(3.7.17 e 2 O #IL— O,
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cequi entraine :

(3.7.18 ”Vlz(un)
”sz(un)

2() gL -0
2(0) 0 [, - O.

Cest adire, pusquey,,(u”) =0, que(3.7.19 indique:

”y(un) L2(Q) U5~ 0.

Il reste amontrer i) de (3.7.13. Nous avons::
n 1 H a,,n
b,,u; = H(p‘1 sm(nyl) + (pcos(nyl) +5ul.
Si bien que:

Q) n

||b11||L2(Q) ||U2 L2(Q) 2 ”bllug L2(Q) 2 ||(pcos(ny1)

N 1
||u3||L2(Q) 2 K/ n K,

oUK et K’ sont des constantes grictement pasitives qui dépendent des coefficients de la
surfacede ¢, de ¢, ou e Q; mais ne dépendent pas de n. D'ou larelationii) de (3.7.13

pou tout n suffisamment grand. m
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CHAPITRE 4.

SUR LA RIGIDIFICATION
DES SURFACES.

4.1. RIGIDIFICATION OU INHIBITION D'UNE SURFACE PAR DES CONDITIONS
AUX LIMITES CINEMATIQUES.

Dans I'espace eclidien E rappaté aun repere orthoname (e,,e,,e;), soit S une
surfacedonree par une cate (Q,r) et soit (a,,a,,a;) (resp. (at,a2,ad) la base mvariante
(resp. la base mntravariante) qui lui est associée Soit u G un dEplacement
inextensionnel sur S. Nous rappelons que u satisfait au systeme de flexion (3.1.13) :

<Ug,,lg>+<Ug,r, >=0entout pantdes,

gue nous pouvors exprimer dans diff érents types de coordonrées locdes.

En choisissant une cate dutype (3.2.1) :
F(XpX) = X8 + X8 + ¢ (X,,X;)e
et en éaivant u suivant ses composantes cartésiennes :

U=U€ + U6 + U,

I'expresson en coordonrées cartésiennes de (3.1.18) est le systeme différentiel du
premier ordre (3.2.6 :

D ul,l + q) ,lu3,l = O
O —

D u2,2 + q) ,2u3,2 - 0
E’Jl,Z + u2,1 + ¢ ,lu3,2 + ¢ ,2u3,1 = 0’

qui est nonKowaleskien mais qui est "équivalent” dans un cetain sens (voir la
propasition 3.2.1) al'équation dff érentielle du second adre (3.2.7) :

¢,22u3,11 -2¢ 12 T ¢,11u322 =0,

dort les courbes caradéristiques définissent les lignes asymptotiques de la surface
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D'autre part, en éaivant u suivant ses composantes covariantes (en gardant
abusivement lanatationu = (u,, W, W,)) :

u=ua+ua’+u,a’,

nous avons I'expresson dusysteme de flexion en coordonrées covariantes (3.2.9 :

A
U, — rllu)\ = by,u, 0
A
u,, - rzzu)\ = b,,u, 0
[h A _ —
Dz(ul,z + u2,l) I_12u>\ b12u3 - O’

[
H
H

ol les coefficients 2" eth,; sont respedivement les ymbales de Christoffel et les
coefficients de la seaonde forme fondamentale. Le systeme de flexion en coordonrées
covariantes (3.2.9 est un systeme diff érentiel d'ordre total 2 ; en choisissant une cate
telle que les courbes coordonrées ient des courbes principales orthogonales, on peut
le ramener au systeme réduit (3.2.10 :

21 1,
(ol — bl ),

Uty
Dol 1 — Bl

dort les courbes caradéristiques ont, comme pou I'égquation (3.2.7), les courbes
définissant les lignes asymptotiques de la surface

Restons en coordonrées covariantes. Une maniére simple pou inhiber
(rigidifier) une portion de surface S est dimposer une @ndtion de fixation
(déplacement nul) sur une partie I /du bad dela surface Une telle mndtion séait :

(4.1.3 u=0surl,.
En particulier, (4.1.1) implique trivialement :

(4.12.2 u=u,=0surl,.
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Fixation sur la courbel T
. Bord libre.

Figure4.1.1.

La oondtion (4.1.2 constitue une donrée de Cauchy pou le systeme différentiel
(3.2.10Q. Aingi, les théorémes d'unicité locde du probleme de Cauchy donreu, =u, =0
au vasinage de la murbe I, pouvu quelle soit transversale aux lignes asymptotiques
de la surface; ce sont les théoréme de Holmgren (théoréme 1.1.10 pou des surfaces
analytiques et de Carleman (théoréme 1.1.1) pou des surfaces nonranalytiques de
classe C Enfin, il est fadle de voir dans (3.2.9 que u, = u, = 0 implique u, = 0. Nous
pouvors dorc énorcer :

4.1.1.Proposition. - Sat S une surfaceréguliére fixéesur une partie I, (de mesure non
nulle) de son bad. S ', est transversale aux (éventuell es) lignes asymptotiques de S,
alors Sest inhibée(rigide en flexon) darsunvoisinagedel .. o

Dans la plupart des cas, nows pouvors prédser un peu ce voisinage rigidifié.
Nous divisons cette &ude selon la nature géométrique de la surface:

4.1.2. Proposition. - Sat S une surface uniformément elli ptique réguliére (de dasse
C?%), encastréeou fixéesur une partie de son bad comme précéemnent (figure 4.1.2.
Alors S est rigide partout. o
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Une surface elliptique S fixée le long de la courbe

S est entierement inhibée.

Figure4.1.2

Preuvedela propasition 4.1.2: S éant de nature dli ptique, €ll e ne possde pas de ligne
asymptotique. La propasition 4.1.1établit alorslarigidité de S, au vasinage du di.

Plagons nous dans un systéme de mordonrées cartésiennes comme en (3.2.1).

L'inhibition au vasinage de la wurbe ', impose trividlement que la cmposante
"verticde" d'un ddplacement inextensionrel est nulle dans ce méme voisinage de I, Or,
d'aprés la propasition 1.2.3,cete composante est solution ce I'équation aux dérivées
partiell es du second adre (3.2.7. Comme la surface &t elli ptique, I'équation (3.2.7) est
de nature dli ptique (voir propaosition 3.2.2. D'autre part les coefficients de la surface
sont suppcsés askz réguliers, le théoreme 1.3.3 (prolongement unique) montre dors
gque cdte composante "verticde" est nulle sur toute la surface Il est clair quil est
possble de chaisir locdement trois s/stémes de aordonrées catésiennes tels que les
"composantes verticdes' respedives ient linéarement indépendantes, nows avons
donc montré que le déplacement est nul sur lasurface atiere. »

4.1.3.Remarque. - Pour une surfaceuniformément elli ptique S fixée sur tout le bord,
I'inhibition peut étre prouvéepar I'unicité du probléme de Dirichlet® homogene ascié a
I'équation aux dérivées partielles du seaond adre (3.2.7) qui est aors dliptique. Plus
prédsément, ure tell e surface at bien inhibée; nowsy reviendrons au chapitre 5. o

* Probléme de Dirichlet : trouver u 0 H*(Q) satisfaisant a:; FAu = fOL*(Q) |

0 u=0suroQ.
Le théoreme de Lax-Milgram montre dors I'existence & l'unicité d'une solution au probléme de Dirichlet,
voir par exemple [Brézs,83] ; ced restant vrai pour tout opérateur différentiel elli ptique aitre que le
lapladen A..
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Considérons maintenant le ca d'une surfacehyperbalique. Nous allons voir que
I'inhibiti on se situe dans une région prédse définie par la wndtion aux limites imposée

4.1.4.Proposition. - Sat S une surface uniformément hyperbalique, encastrée ou fixée
sur une partie de son bad comme précaemnent. 3 I, est transversale aux lignes
asymptotiques de S, dors S est rigide dars |le domaine de détermination ce I',, que
nous natons D(I" ), domaine délimité par leslignes asymptotiquesissuesdeT .

Une surface hyperbolique fixée le long d’une coufbg

Lignes asymptotiques de la surface hyperbolique S.

' Courbes caractéristiques du systéme de flexion.

1
Yo I

I
Domaine de détermination issu de la courb%

Y1

Figure 4.1.3.

Preuve de la propasition 4.1.4: Dans le ca d'une surfacehyperbalique, le systeme de
flexion en coordonrées covariantes réduit (3.2.1Q est de nature strictement
hyperbdlique. Le théoreme 1.2.4 dunicité du probléme de Cauchy des g/stémes linédres
hyperbdiques du premier ordre nous indique dors l'inhibition de la surface dans le
domaine de déterminationissu de ladonréede Cauchy, i.e. issu dela ourbel’. |

4.1.5.Remarque. - La propasition 4.1.4montre l'inhibition dans une région prédse: le
domaine de détermination D(I",). Si le reste de la surface @t libre (de toutes condtions
aux limites), S n'est pas inhibég en général, en dehorsde D(I",). Si bien qulil existe des
surfaces partiellement inhibées! Pour nows fixer les idées, considérons une surface
uniformément hyperbalique S = (Q,r) telle que Q est un trapéze constitué d'un triangle
redangle T et d'un redangle R, de sorte que I'nypaténuse h de T est transversale aux
lignes asymptotiques de S et que les cotés de R, et les cotés de T (hormis I'hypoténuse)
sont des li gnes asymptotiques, voir figure 4.1.4.
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y2 r, rune donnée arbitraire sur,
e détermine un déplacement inextensionnel sur R.

La fixation sur h entraine I'inhibition sur T.

Figure4.1.4.

Si bien que s Sest fixéelelong de I'hypoténuse h, S est inhibéedans le triangle T, mais
n'est pas inhibée dans le redangle R. Cela et di au fait que, pou tout déplacement
inextensionrel arbitraire nontrivial défini sur uncotér, de R et pou un déplacement nul
sur le oté ommuna T et R, nows obtenors un probleme de Goursat pou le systéme
hyperbdique (3.2.10. Le théoreme dexistence & unicité du pobléme de Goursat
dégénéré, cf. propasition 1.2.6et remarque 1.2.7, dtermine dors sur R un déplacement
inextensionnel nontrivial. o

4.1.6. Remar que. - Naturellement, dans la configuration de la propasition 4.1.4,s la
surface hyperbaique S est entierement incluse dans Dy(I" ), aors S est inhibée Par
exemple, lorsque S est fixée partout sur son bad (I', = 0Q), il est clair que pou tout
point de S, les lignes asymptotiques isales de cepoint rencontrent I' .. Mais la fixation
sur tout le bord nest pas nécessaire pou inhiber S ; prenors par exemple le ca d'un
hyperboloide aune nappe : il suffit dele fixer sur tout le sommet (ou toute la base) pour
l'inhiber. o
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Hyperboloide a une nappe.

0
A\

Figure 4.1.5.

Au vu ke la propasition 4.1.4 et de la remarque 4.1.5, I'hypothese de
transversalité de I, par rappat aux lignes asymptotiques est esentielle pour obtenir
I'inhibition méme partielle de la surface hyperbdique. Si la surface &t fixée sur une
ligne asymptotique, il est posshle de déterminer un déplacement inextensionrel a partir
dunedonrée abitraire.

4.1.7. Proposition. - Sat S ure surface hyperbadique & réglée (nondévdoppabie)
définie par une arte (Q,r) du type (2.5.1) (ol les courbes a y* constant sont les
génératricesde S) :

(4.1.3 r(yhy?) =c(y) +y*a(y),

et soit o une génératricede S difinie par y* = 0. Définissons de plus I'ensemble A(0)OS
constitué des lignes asymptotiques de S pasarnt par o.

On suppase que Sest fixéesur o. Alors dars A(o), un deplacement inexensionnel sur S
u séait sous la forme suivante, avecplL?:

(4.1.9 u(y*,y?) = J’;l[p(yl)g(yl)] Ofey) = () +y* o(y")]dg*

Preuve de la propasition 4.1.7: Soit u un dgplacement inextensionrel sur S, « son
champ de rotation infinitésimale aswocié d (w,,w,) = R(u) U R(S) les dérivées partielles
premiéres de w. Par hypothese u est nul sur o et donc également u , , autrement dit :

wa, =0le long deo,

d'ou, en cérivant lelong de o, pusque a, est constante le long des génératrices :
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w,[a, =0 le long deo.

Or, daprés laremarque 3.5.9,la dérivéele long d'une ligne asymptotique d'un champ de
rotationinfinitésimale est transversale a céte ligne asymptotique, dou :

(4.12.9 w, =0 le long deo.

Donnors nouws une autre cate de S, que nous notons encore (abusivement) (Q,r),
telle que les courbes coordonrées ient les lignes asymptotiques de S et oulions
provisoirement la cate (4.1.3. Nous suppaons, sans perte de générdité, que les
génératrices nt encore les courbes définies a y* constant. Dans ce systéme de
coordonrées, dapres la propasition2.4.3, les coefficients de la seconde forme
fondamentale se simplifient :

b,=b,, =0eth, 0.
Le systéme de flexion dérivé (3.5.1)-(3.5.2 devient aors, daprés la propasition 3.5.8;

W; = _rlllwé + rzlzwl2

17

(4.1.9 W, = Mg = MW,
Wy =w, =0.
D'autre part, S éant de plus réglée dapréslapropasition 2.5.5, nosavons également :
r3,=0.
Si bien que lapremiéere &uation ce (4.1.6 devient :

(4.1.7 W, = —T W, surQ.

Mais d'apres (4.1.9, le champ w, (en tant que dérivéede « le long de o) est nul le long
de o, Cest-a-dire:

(4.1.8 w; (0, y*) =0 pour toutr (0, y*) danso.

Autrement dit, la composante w; est une solution e I'équation dfférentielle ordinaire
(4.1.7 avec une donrgée initiale nulle (4.1.8. Elle et aors nulle partout dans le
domaine de Q (conrexe) défini a partir de o et suivant les lignes asymptotiques isues
de o, C'est-&-dire dans A(0).
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Nous avons donc montré que le dhamp w,, (en tant que dérivéede « dans la diredion
des génératrices) est identiquement nul sur A(o).

Reprenors maintenant la cate (4.1.3. D'aprés ce qui précale, pou les composantes
contravariantes des champs (w,,w,) 0 R(S), nowsavons:

(4.1.9 w; =0 etw; =0 sur A(0),
s bien gue I'équation (3.5.2 donrede plus:
(4.1.19 w; =0 sur A(0).

Et dans A(0), le systeme (3.5.7) devient:

(4.1.1) O Typw =0
DN12,2+F222W12 =0
E b,, W’ = 0.

Mais dans une cate dutype (4.1.3 nouws avons de plus, dapres lapropasition 2.5.2:

b, =0
r,=0.

Si bien quele systéme (4.1.1) seréduit a:
(4.1.12 w;, =0.

Autrement dit, wi = p(y!) et donc w, = p(y')a, avecplL? arbitraire. L'expresson (3.4.9
delapropasition 3.4.4se réduit alors al'expresson (4.1.4.

4.1.8.Proposition.- Sat S une surface réglée dévdoppable fixéesur une partie ', de
son bad, transversale aux géenératrices de S. Alors S est rigide dars le domaine B(I",)
constitué par les génératricesde Sisaiesdel .. o

Preuve : Soit u un dgplacement inextensionrel sur S et soit w son champ de rotation
asocié. |l est, par définition, pesdble de se ramener aune cate (Q,r) dutype:

ry.y) =cly) +y giy).
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Partie non-inhibee en general

Figure 4.1.6.

Nous pouvors chaisir, sans perte de généralité, la diredrice ay’ = 0 contenant I,
D'aprés le théoréme 3.6.1,il existe des fonctions p, OH'(y") et p, OL*(y?) telles que u
séaqive:

u(y',y’) = jf[pl(yl)c'(yl) +p,(5) 0(9M)] O[ety™) —c(9) +y° a(yh)]ds*

Si bien que la ondtion de fixation (4.1.1) entraine fadlement : p, =0 et p, =0 sur le
domaine délimité par les génératricesisuuesdel , Cest-adiredansB([',). |

4.1.9. Remarque. - Pour obtenir l'inhibition de la surface par une @ndtion
cinématique, il n'est pas nécessaire que la urbe alagquelle on impose une @ndtion
cinématique soit au bad delasurface Les propositions4.1.1, 4.1.2,4.1.4, 4.1 4.1.8
restent vraies pour une @wurbe fixée interne alasurface o

4.1.10.Remarque. - Tous ces cas dinhibition (propasitions 4.1.1, 4.1.2, 4.1.4, 4.1&
4.1.8 séendent aune mndtion cerigidité del, au lieu dela wndtion de fixation. En
effet, s onimpase sur I' , unmouvement rigide :

u=clr+d surl,,

il suffit deposer G =u-cLCr +d pou retrouver la wndtion cefixation (4.1.1 pou G.
De tels cas % rencontrent et nous verrons plus prédsément dans la sedion 4 c ce
chapitre (théoreme 4.4.4 que pou une surface &ec un di qui est une ligne
asymptotique d'une des parties (hyperbadlique) adjacentes au pli, alorsle pli est rigide, ce
qui entraine dors des cas de rigidification (locde a1 moins) sur l'autre partie de S
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adjacente au pi. Par aill eurs nous verrons, danslasedion 5 e ce bapitre, des exemples
de surfaces avecdeux plis qui sont rigides. o

4.2. SURFACES AVEC UN PLI. CONDITION D'ANGLE FIXE.

Soit S une surfaceprésentant un di lelong dela curbeI". C'est une surfacedornt
deux parties, de dase C% S et S sont jointes le long d'une ourbe cmmune I". De part
et d'autre de I' les plans tangents respedivement a S" et S forment un angle 6, quon
suppcse réguliere ¢ différent de O et de n, tout au long de la wurbe depli :

6=(as,a;).

Deux surfaces hyperboliques jointes le long d’'une colirbe
Figue4.2.1

Lasurface S peut étre cnsidéré paramétrée par deux cartes (Q*,r*) et (Q™,r ) ol Q" et
Q" sont deux ouverts conrexes de R et r* et r sont de dasse C% Pour des raisons de
smplicité, onsuppse que Q" n Q™ =T (on commet ici un abus de notation pusque I
indique la ourbe du di ainsi que lapartie de R? la définissant) avec:

r(
(

v v
I |

> '.OI .'OI

(92)
x
I

-
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La courbe " peut ére définie al'aide dun parametres:
r={r(s) =rly(9y(9],s0I OR},
oul est unintervalle borné de R, les fonctions [y'(s),y?(S)] sont réguliéres et injedives.

Dans le ca d'une wurbe ' nonrediligne, nows définisons les vedeurs (t,n,b) (out est
le vedeur unitaire tangent al’, n est la normale principale unitaire @ b est le vedeur
binormal) qui forment le triédre de Frenet asocié al .

Dans cequi suit, par analogie aveclanctation S™ et S des parties de S adjacentes
au pli, les variables ou les champs de vedeurs avecun™ + " en exposant (resp.un" -")
serappateront alaportion ce surfaceS' (resp. S).

Soit u unchamp de déplacement inextensionrel de S, c'est un déplacement sur S
tel que larestriction de u a chaque portion réguliere de S est un champ de déplacement
inextensionrel. De méme pou « le champ de rotation infinitésimale ascié, c'est un
champ tel que la restriction e w a dhaque portion réguliére de S est un champ de
rotationinfinitésimale.

De fagn classque nous considérons deux types de condtions al'interface:

- Pli a appui simple: la continuité du déplacanent lelong du di est imposée sans
condtionsur lavariation cel'angle 6,

(42]) U+D- = U-D- .

- Pli a anglefixe: la continuité du déplacement lelong du di est imposée avecla
condtion dangle fixe (c'est a dire que I'angle que forment les plans tangents
adjacantes au pli nevarie pas - au senslinéaisé - au cours de la déformation),

(422 U+D- = U-D- et d0= 0,
ou 80 désigne lavariation linéarisé de I'angle de pli 0, aprés déformation.

Nous devons remarquer que la ontinuité du déplacament u le long du di n'entraine pas
la continuité du champ de rotation associé w. La ontinuité du ddplacement indut, de
fagon classque (cf. [Vekua,59 p.464), ure ondtion a l'interface sur le dhamp de
rotation infinitésimale ascié:
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4.2.1.Proposition. - Sat S une surface avecun di lelong dune murbe I'. Saent u un
déplacement inexensionnel sur S continu et w son champ de rotation asocié. Alors le
saut dewlelong el est tangentea . Deplus, il est propartionnel a la variation &6 de
I'ande 6 aprés déformationlelong du i :

4.2.3 [ -w]= 80t o
Lapropasition 4.2.1indut immédiatement un critére de la condtion ce pli & anglefixe:

4.2.2.Proposition - Un déplacement inexensionel u, d'une surfaceavecun di I', est a
angde fixes et seulement si son champ de rotation infinitésimale associé « est continu
lelong du pi :

(424 (A]+D- = (’C-[r .. O

Preuve de la propasition 4.21: Dérivons la @ndtion ce crtinuité du déplacement
(4.2.7) par rappat au parametre s (i.e. dansladiredion cela wurbe depli) :

(4.2.5 du® _ du”
ds ds’

Cest adiredapres(3.4.1) :

(4.2.6 w+Ddr*:w_D£_

Cequi séait encore:
4.2.7 [0 -w]=nt,

ou nots alons montrer que le mefficient Y est la variation linéaisé 86 de I'angle 6,
apres déformation. Considérons la variation linéaisée des triplets orthonamaux
(t,n,b) et (t,a,,l), oul est le vedeur tangent a S perpendiculaire at desortequea, =1 C
t. Par analogie avecH et 86, nows désignons dans ce qui suit lavariation dune quantité
en gardant laméme notation précélé d'un d. D'apres (3.4.7), nows avons:

(4.2.8 d=wlt
(4.2.9 d=«wll.
D'ou:

(4.2.10 08, =0l Lt + |Cdt=wla,
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D'autre part, s nows notons I'angle ¢ formé par la normale ala surface ¢ la normale
principale ala ourbe:

9" =(n,a;),
nous avonslesrelations :
(4.2.1) n =a,cog@)-Isin(¢)

b =1cogy) +a,sin(®).
n a;g
®
LT r
7
b

a;
S st
Figure 4.2.2
Lesrelations (4.2.9-(4.2.11) donrent :
(4.2.12 on=wlCn -3b
(4.2.13 db=wlb + d¢gn.

Considérant ces variations des deux cotés du di, en éaivant que la variation dn est la
méme sur les deux cotés du di, nows obtenors :
on* -dn =0
= (w-w)dOn=-5(¢*—-¢ )b
= (nt) On=03(¢" —¢)b.

D'ou,findlement: n=09(¢"-¢)=036. m
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Introdusons maintenant une nouwelle cndtion équivalente a la cndtion
d'angle fixe, expriméepour les dérivées de champ de rotation, annorcéedans [Chai, 93],
esentielle dans la suite de cemémoire.

4.2.3.Proposition. - Sat S ure surfaceavecun gdi a ande fixele long dune courbe I
nonrediligne formant un ande différent de O et de n. Sat « un champ de rotation
infinitésmale sur S, alors la tracede la dérivéede « lelong e ™ a unsens (dars L* ou
dars H"?). Deplus, elle est tangente ar .

Preuve de la propasition 4.2.3: Commengons par une remarque @ncernant la tracede
la dérivéed'un champ de rotation infinitésimal. A priori, elle n'a pas de sens puisquun
champ de rotation est dans H* et dorc sa dérivée et dans L

Notons S" et S les deux parties de S adjacentes de part et d'autre du di . Suppasons
que la ourbe de pli " est une ligne asymptotique pour S* et pou S, I'hypathése de pli
nonredili gne implique dors que le plan osculateur en chague point de I' est confondu
avecles deux planstangentsa S' et S, cequi est impossble puisque ces plans tangents
forment unangle différent de O et de .

Aingi, dans la cnfiguration ce I'énoncé nows pouvors remarquer que la wurbe de pli I
est transverse aux lignes asymptotiques pour au moins une des deux parties adjacentes
au pli de S, disons S'.

Si bien que le orallaire 3.5.12 (pou S' hyperbdique), la remarque 3.6.2 (pour S’
développable) et lapropasition 3.5.14(pou S’ dli ptique) montrent que latracesur I' de
la dérivée d'un champ de rotation infinitésimal a un sens (dans L"), LX) et HY*(I")
respedivement).

Nous pouvors maintenant dériver, le long du di I, la ondtion dangle fixe (4.2.3. |l
vient aors que le saut de la dérivéed'un champ de rotation infinitésimale le long du gi
est nul.

Or, dapres la propasition 3.5.1,ces champs, dérivées partielles d'un champ de rotation
infinitésimale, sont tangents a la surface Cela implique que la dérivée d'un champ de
rotation infinitésimale le long d'un di a angle fixe se situe dans l'intersedion des plans
tangents adjacents : c'est a dire dans la diredion tangente ala courbe de pli puisque par
hypathese, les plans tangents aux portions de surface ajacentes ne @incident pas le
longdudi. m

Autrement dit, dans la @nfiguration ¢k la propaosition 4.2.3,sur une cate telle
que I soit définie dmmme une murbe mordonrée ay* = constante, pou un éément
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(w,w,) de R(S), w, représente la dérivée le long du di ', dun champ de rotation
infinitésimale. La condtion dangle fixe implique dors, daprés la propasition 4.2.3la
relation (Qui a un sens des deux cotésdu di) :

(4.2.19 w,Ca =0lelongderl.

4.2.4 Remarque- Dans la démonstration pécélente, nows avons montré que
I'nypothese d'un gdi nonrediligne formant un angle différent de O et de n exclut la
possbilit € d'une jonction entre deux surfaces "dégénérées' lelong deI” (i.e. I est une
ligne asymptotique des deux surfaces adjacentes au pli). Il est par aill eurs fadl e de voir
quesi l'angle de pli est n et que les deux surfaces jointes ont "dégénérées” lelong de T,
alors™ (nonredili gne) est nécessairement plane ; par exemple, deux tores joints I'un sur
I'autre le long de leur courbe asymptotique (la murbe a1 sommet ou alabase dutore). o

Terminors cette sedion par le ca oula ourbe de pli est plane:

4.2.5.Proposition. - Sat S une surfaceavecun gdi a ande fixele long dune courbe I
formant un ande 0 différent de O et de . S la courbe de pli I est plane nonredili gne,
alors la restriction aI' dun déplacement inexensionrel sur S est un dplacement
normal au dan el moduo un dplacement rigide.

Preuve : Nous présentons ici, une démonstration valable pou tout u 0 G qui compléte
cdle de [Geymonat et Sanchez-Paencia 95| (qui était formell e dans certain cas) :

Soit (Q,r) une cate de S telle que la @urbe de pli ' soit déaite par la curbe
coordonrée ay’ = 0. Soit u un d&placement inextensionnel sur S et soit « le champ de
rotation infinitésimale ascié. D'aprés la propaosition 3.4.4, nos avons |'expresson
explicitede u sur I', moduo un d&placement rigide :

(4.2.19 u(y:,0) = onlw,l (t,0) O[r (y*,0) = (t,0)]ct .

Soit P, le plan de la murbe plane I', il est bien défini puisque la wurbure de I est
suppcséenon nule. 1l est clair que I'expresson [r(y",0) - r(t,0)] est dans le plan P, pou
tout t. D'autre part, dapres la propasition 4.2.3 Jatracede la dérivée (w ,(t,0)) aun sens
et est tangente al'. Elle et dorc paraléle au plan P. Si bien que I'expresson (4.2.19
indique que u est normal au plan P, moduo un cgplacement rigide. W

4.2.6.Remarque. - Dans la @nfiguration de la propasition 4.2.5(courbe de pli plane
nonrediligne), si une partie S de S, adjacente au i, est uniformément hyperbalique
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(au vasinagedeT), alors T ne peut pas étre une ligne asymptotique de S'. En effet, cda
signifierait que de plus les plans tangents a S* coincident le long de I' et alors que la
seonde forme fondamentale et nule le long de I, contraire a I'hypothése
d'hyperbadlicité. o

4.3. EXEMPLES DE SURFACES INHIBEES ET DE SURFACES NON INHIBEES
AVEC UN PLI.

Un des effets attendus de la présence d'un di a gopu simple ou a angle fixe est
une restriction sévere des déplacaments inextensionrels admissbles, vaire I'inhibition
delasurface

Une restriction e I'espace G est claire par la propasition 4.2.3 qurestreint de fagon
explicite les éléments admissbles de I'espaceR(S) (isomorphe aG). Dansle ca d'un di
a angle fixe, ele encore plus explicite si, de plus, la curbe de pli est plane: voir la
propasition 4.2.4. La restriction des déplacements inextensionrels va naturell ement
dépendre de la configuration géométrique de la surface ¢ du di, ce qui nous donre une
quantité de ca posshbles.

Il n'y a pas de résultats généraux, pratiquement tous les cas de figures ont possbles: il
existe un exemple de surfaceinhibée par un gi & gpu simple (théoreme 4.3.1h, il
existe des surfaces avecun gdi a angle fixe ou les deux parties adjacentes ne sont pas
inhibées (propasition 4.3.5¢et 4.3.6. 1l existe méme un exemple de surfaceprésentant un
pli a angle fixe telle guune des deux parties réguliéres adjacentes est inhibéetandis que
['autre ne I'est pas (sedion suivante, corollaire 4.4.8.

Dans cequi suit, lorsgquon dra quune surfaceS" admet un di sur une ourbe T,
cdavoudadire que la surfaceS' est jointe aune autre surface apriori quelconqte, le
long dela wurbe I, formant un di, dangle 6 différent de O et de n. On désignerapar S
lasurface ajacente.

CASD'UN CONE ADMETTANT UN PLI.

4.3.1a.Théoreme. - Sat S, un cone de sommet X (contenu dans S) avecune diredrice
I, jointe lelong e a ure surface S quelconque, congtituart une surface S présentant
un di sur I, formant un ande différent de O et de . S le pli est & ande fixe alors le
cone S est inhibée
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Un coneS de sommet
admettant un pli le long de la courbe

Figure 4.3.1a

Preuve du théoréme 4.3.1a: Choisisons une catede S" de laforme (3.6.8 telleque I
soit déaite par la diredrice y*=0. D'aprés la propasition 3.6.2, un éplacement
inextensionrel sur un cone séait sous la forme (3.6.9 et les champs (w,,w,) de R(S)
sont delaforme (3.6.10 :

w; =p(y)a,
w, = 0.

D'autre part, daprés lapropasition 4.2.3)a cndtion dangle fixeimpaose, lelongdeT :

w, [ a, =0,
O w,=0lelongderl,
dou: p(y") = 0.

Si bien que (w,,w,) =(0,0), cequi veut direque S’ est inhibée

4.3.1b. Théoréme. - Dans la configuration duthéoreme 4.3.1a,mais en suppaant que
le pli est maintenant a appu simple, si S_est également un cne (contenart le somnet),
alors Sest quasi-inhibée(plus prédsément : inhibéea un degré deliberté pres). o

Preuve du théoréme 4.3.1b: Choisisons une cate de S de laforme (3.6.9 telle I' soit
déaite par le murbe mwordonréey” = 0.

Soit u un d&placement inextensionrel sur S, lelong del” nows avons:
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w0 = [ 0" (09" (0 0e(y) - oot
U (y0) = ) P70 (1) D(e(y!) - oft)) e

Deux cdnes joints,
formant un pli le long de la courb& .

Figure 4.3.1b.

La continuité du déplacement sur IC donre:
(439 [ (o' g’ ®-p Mg M)t Oc(y) =0.
Nous pouvors donc poser :

[ (e e -0 g ®)dt = fy)cy).
En dérivant I'expresson précédente par rappat ay*, il vient :
(4.3.2 P (Y)G (V) —p (V) g (¥) =T (y)e(y)+f(y)c(y).
Or, nows avons :

c'(y) =Ty ¢(Y)+Ti g+by'as',

si bien que (4.3.2 devient :

P (Y g (Y) =P (YD g (y) = F(y) e (y) + F (Y[ TE e (y) +T4 g +hy"as |-

En posant de plus:

g (Y)=a(y)c(y)+a(y)g (¥)+a%u(y)as,
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et en identifiant suivant les diredions g*, ¢’ et a;’, nous obtenors le systéme::

“(YHe (Y + L F(y) + fr(yh) =0
(4.3.3 [p+(yl) = f(yl)rfl+ +p"gz(y1)
Hf ()b +p(Y)gs(y") = 0.

En combinant la deuxiéme é latroisiéme éuation de (4.3.3 nous pouvors déduire p*
en fonction cep:

2+ 1 O
(4.3.4 () =0 O g, )

et daprés la premiere éuation e (4.3.3 la fonction f dat vérifier I'équation
diff érentiell e ordinaire homogéne :

(439 0:(y) '(y) + (g () —au(y")bu’ ) (¥) = 0.

L'ensemble des lutions de (4.3.5 forme un espace vedoriel de dimension 1 et la
troisieme éuation dusystéme (4.3.3 donre p en fonction ce f, s bien que I'espaceG,
moduo les déplacementsrigides est dedimensionau plus1. =

4.3.2.Remarque. - Dans |le théoreme 4.3.1,si les deux cones ot fermés, c'est adire s

la surfaceS est sans bord hamis les ssmmets des cones, aors S est inhibée En effet

dans ce c& |3, I'équation dfférentielle (4.3.95 devrait avoir une solution périodique ce
qui n'est possble que pour une solution nule, dou l'inhibition. o

CASD'UNE SURFACE DEVELOPPABLE ADMETTANT UN PLI.

4.3.3.Proposition. - Sat S ure surface dévdoppabe jointe a ure autre surface formant
un di a ande fixelelong dune murbe I' transversale aux générarices. S on suppase
gue S n'est pas inhibée alors en chaisissant une arte de S comne e (3.6.1) avecl
pou diredrice @ y'=0, moddo un dplacement rigide, tout déplacement
inexensionrel u séait souslaforme:

(438 uyy?) = Lyl[pl(yl) (9] Ofev') - o5 + y* a(yH)] ey’

ou p,[0HY(I).



Chapitre 4. Sur larigidification des surfaces. 93

Génératrices

Figure 4.3.2.

Preuve: D'apreslapropasition 3.6.1tout déplacement inextensionrel peut séaire sous
la forme (3.6.2 et tout coude de champ (w,,w,) de R(S) peut Séaire sous la forme

(3.6.5:

0w, =p,(y)E(Y y)a+[F(y',y") +p,001)]a,
0 W, =-p.(yHE(Y,y)a,

avecE et F définies comme en (3.6.4 chaisies, sans perte de généralité, telles que :
E(0,y*) =1etF(y',0) =0,
desortequeF est nullesur I'.
La condtion dangle fixe donre dors, dapreslapropasition 4.2.3:
w,Ca =0,
Cest-a-dire:
p.(y")a,0a,(y",0)=0.

Autrement dit : p,=0et (3.6.5 devient :
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437 0wy =p(y R Y2 Ry y)a,
0 w, =-p.(y)E(Y'Y)a,.

En remplacant alors dans (3.6.2, nows obtenors (4.3.6. |

4.3.4.Commentaire. - Dansla configuration précélente, S’ n'est pasinhibée & général.
En effet, il suffit, pou une fonction p, nonnulle définissant un dplacement
inextensionrel sur S comme e (4.3.6, que la tracesur le pli du champ de rotation
ascié mnstitue une donréede Cauchy (satisfaisant ala cndtion dangle fixe (4.2.19)
admissble pou le systéme de flexion dérivé de S ou vice versa. On peut par exemple
prendre la partie aljacaite S également développable, si bien que la propdasition sy
applique &@aement. Une fonction p, définit alors de part et d'autre des déplacements
inextensionnel du type (4.3.9 et satisfaisant a la condtion dangle fixe. Nous verrons ,
dans I'exemple qui suit, que nous pouvors également prendre S de nature hyperbadli que.

a

CASD'UNE SURFACE HYPERBOLIQUE ADMETTANT UN PLI.

Considérons S* ure surfacehyperbali que simplement connexe ; c'est a dire quiil
existe une cate (Q,r) de S" ol Q est un ouert smplement conrexe de R On suppcse
gue S" admet un di a agle fixe le long d'une murbe I' réguliére du bad de S,
transversale aix lignes asymptotiques de S™ ; ce qui exclue notamment les cas de
courbes fermées (sinon, il y aurait forcément au moins 4 pants dort les tangentes a la

courbes sraient des diredions asymptotiques).

On suppcee de plus que S est également simplement conrexe & que les deux surfaces
sont libres de toute cndtion aux limites. Nous alons voir des exemplesou S" et S ne
sont pas inhibées.

4.3.5. Proposition. - Dans la configuration daite d-deswus, s de plus S est
hyperbolique @ I' est également transversale aux lignes asymptotiques de S, alors il
exste des déplacements inextensionnels nontriviaux & satisfaisant a la condtion
d'andefixe

Preuve: Puisque I' est transversale aix lignes asymptotiques de S" et S, elle et une
courbe libre (noncaradéristique) pou les g/stemes de flexion respedifs. Cela dant
également vrai pou les g/stémes de flexion dérivés caadérisant les éléments de R(S")
et deR(S") (pou des cates donrées).
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S+

Deux surfaces hyperboliques jointes le long d’'une colirbe
Figure 4.3.3.

Choisisons une cate de S' (resp. ure cate de S) telle que les courbes coordonrées
soient les lignes asymptotiques de S’ (resp. S). D'apres la propasition 3.5.8,le systéme
de flexion dérivé seréduit a(3.5.9-(3.5.9 :

W, = =T, +owg
W, = M — oW,

(4.3.9 Wi =w2 =0,

Suppasons que I soit déaite par une fonction ¢* : I = { (Y., YDOQY v* = ¢*(y) },
d'apreslapropasition 4.2.3)a ondtion dangle fixe est équivalente a:

(4.3.9 [W1+¢'W2]D[a1+¢’az]:0-

Mais grace aix simplificaions de (3.5.5, (4.3.9 est équivalent a (de part et d'autre du
pli) :

(4.3.10 W (Yh0(y*)) =0 2 (yhHws(yh o (y?)).

Ainsi, ure fonction arbitraire définie dans L%") va cnstituer, via la condtion dangle
fixe (4.3.10, ure donrée de Cauchy pou les gisteme de flexion dérivé (4.3.8
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respedifs. L'existence @ l'unicité d'une solution du pobléme de Cauchy pour un
systéme hyperbadlique montre dors I'existence d'un d&placanent inextensionrel non-nul
; il y en améme un espacede dimensioninfini. B

4.3.6.Proposition. - La propasition 4.3.5reste waie si S est une surface dévdoppabe.

Preuve : Remarquors tout dabord que la courbe I' éant transversae aux lignes
asymptotiques de S', elle est également transversale aix génératricesde S.

En reprenant les ééments de la démonstration pécélente sur S', nows obtenors le
systéme (4.3.8 et la @ndtion dangle fixe (4.3.1Q. D'autre part, sur S, dapres la
propasition 4.3.3,les déplacement inextensionnel séaivent sous la forme (4.3.69. Si
bien guune fonction arbitraire définie dans H'(I") suffit a définir, de part et d'autre du
pli, un dgplacement inextensionndl et satisfaisant a la wndtion dangle fixe. Comme
précéemment, I'espace des déplacaments inextensionrels admissble et méme de
dimensioninfinie. ®

4.3.7.Remarque. - Dans les propasitions 4.3.5.et 4.3.6,il est esentiel de suppaser que
la ourbe de pli T est transversale aux lignes asymptotiques. Dans le ca contraire, oul”
est ure ligne asymptotique de S*, nows verrons que le pli devient rigide (théoreme 4.4.4)
et rigidifie locdement S (quelle que soit sa nature s I est nonrediligne -
corollaire 4.4.8-). o

CASD'UNE SURFACE ELLIPTIQUE ADMETTANT UN PLI.

4.3.8.Théoreme. - Sat S’ ure surface uniformément €elli ptique de bord I jointe a ure
surface S quelcongue, constituart une surface avec un di sur I', formant un ande
différent deO et den. S lepli est a andefixe aors S est inhibée

Nous renvoyons a [Vekua,59] théoreme 4.10.10, pou une démonstration du
théoreme 4.3.8 qui utili se la théorie des fonctions analytiques générali sees (ou fonctions
pseudo-analytiques). La ondtion dangle fixe y apparaissant comme posant un
probléme du type Riemann-Hilbert (dans un sens généraisé aux fonctions pseudo
analytiques).

4.4. UN CAS DE RIGIDITE D'UNE COURBE D'UN PLI NON-RECTILIGNE.
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Nous présentons dans cette sedion, l'un de nos principaux résultat (le
théoreme 4.4.4 ou, dans une nfiguration tout a fait particuliére, nows démontrons
guun di nonredili gne peut érerigide lorsquelle est une ligne asymptotique. Il sagit de
larigidité de la murbe dle méme, ce qui n'impligque pas nécessairement la rigidité des
surfaces adjgjentes (corollaire 4.4.8. C'est un résultat qui souligne le role particulier et
fondamental que jouent les lignes asymptotiques en théorie des déplacaments
inextensionrels. Pour fixer les idées, considérons d'abord le ca classque dun fi
redili gne.

RIGIDITE D'UN PLI RECTILIGNE.

Soit S une surface onstituéede deux parties planes jointes le long d'une aéte I
formant un di qui est alors un segment redili gne.

Il est connu ge si le pli forme un angle différent de O et de n alorsladroite " se
comporte @mme un segment rigide. En effet, il suffit de se rappeler que les
déplacements inextensionrels aur un dan sont (modudo un dplacement rigide) des
déplacements normaux au plan, si bien que la ondtion de @ntinuité du déplacanent
surl” entraine que le déplacement doit étrerigide sur I.

Un pli droit.
Figure 4.4.1

C'est une propriété familiere, quon otserve lorsquune feuill e de papier est plié, I'aréte
de pli est "dure". Cette propriété, darétes droites rigides, est en fait générale, sans
supposer que les parties adjacetes ont planes (voir [Geymonat et Sanchez-
Palencia,95]). Par exemple, ell es peuvent étre réglées comme dans le ca du condide de
Wallis, elles peuvent méme &re dégénérées (C'est a dire que les plans tangents aux
surfaces coincident le long du di, si bien que la wurbure totale de la surface &t nullele
long du di, cf. lemme4.4.2) :
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Un conoide de Wallis.

Figue4.4.2

4.4.1. Théoreme. - Sat S ure surface onstitué de deux parties régulieres jointes le
long dune aréte rediligne I', formant un di a appu simple d'ande 6, différent de O et
der, alorsla droitel estrigide. o

Nous présentons ici une démonstration qu complete cdle de [Geymonat et
Sanchez,99 qui était formelle (dans certain cas) car utilisant latracesur ' de dérivées
secondes d'un céplacement, qu est dans H*(Q) a priori. Nous utili serons la nation o
champ de rotation infinitésimale @ deux résultats intermédiaires, présentés ous forme
de lemmes et que nous démontrons en annexe (sedion 6 e ce biapitre).

4.4.2.Lemme. - Sat une surface S de dasse C? et un segment de droite I sur S, au
voisinage del, nows avons |'alternative:

- ou ben, la surface et hyperbadlique (dans unvoisinage du di),

- ou den, les planstangents coincident lelong celM. o

4.4.3.Lemme. - Dans la configuration dulemmne 4.4.2.,s les plans tangents coincident
lelong eI, la composante normale & S, d'un champ de rotation infinitésimale sur S,
est constante sur I'. Autrement dit, a unchamp constant prés, un champ de rotation
infinitésimale est tangent a Slelong celacourbedepli . o

Démonstration duthéoréme 4.4.1: Chaisisoonsune cate S=(Q,r), telleque:

(4.4.9 r={r(y’0)=yx},

ou X est un vedeur constant, quon peut prendre unitaire (ainsi, le vedeur tangent
unitaire al” est x). Suppasons, sans perte de généraité, que la base mvariante (a,,a,,a,)
est orthonamalelelongderl (a, = x lelong del’).
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Soient S" et S les deux parties adjacentes au pi et soient u un d&placanent
inextensionnel sur S et « le champ de rotation qu lui est associé, il suffit dintégrer la
relation (3.4.9 :

u,=wla,
pou obtenir I'expresson deu sur lelongdu di T :

(4.4.2 u(y*,0) = J'Oylm(yl,O)Dxdyl + déplaceme nt rigide.

La ontinuité du ddplacement u lelong du di entraine dors:
(443 [lwDx]=0,

ouledoulde aochet [| | désignele saut al'interface(lelong du fdi).

D'aprés l'aternative du lemme 4.4.2, pou une surface &ec un di droit formant un
angle, il nows suffit de considérer deux configurations (A et B) possbles:

Configuration A - Les deux parties adjacaites au pi S" et S sont dans le ¢& du
lemme 4.4.3.C'est-a-dire que sur les surfaces respedives, les plans tangents coincident
lelong du di I'. Si bien que, de part et dautre de I, la cmpaosante normale d'un champ
derotationinfinitésimale est constante sur I.

Si on nde W' =w; aj+w’a;+Ctea; et w =w'a, +w’a,+Ctea;, la relation
continuité (4.4.3 entraine :

(4.4.9 w?a,-w’a, =Cte surT,

ou Cte (resp. Cte) est une wmnstante (resp. un \edeur constant de R®), non
nécessairement identique a dague occurrence

Les vedeurs a, et a, n'étant pas colinédres en I' (puisgue le pli forme I'angle 6
différent de O et de 1), la relation (4.4.4 implique que les composantes w? et w? sont
constanteslelong de T, dou:

(4.495 W' Ox=Ctesurl'. (resp.w” Ox=Cte surl).

Et I'expresson (4.4.2 indique dors que le déplacement est rigide sur I'.

Configuration B - Au moins une des deux parties adjaceites au pli I est
hyperbdlique ai vasinagedel, disonsS'.
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S' étant hyperbdlique, et I étant de fait une ligne asymptotique de S, latracesur I' dun
champ de rotation infinitésmale sur S* a bien un sens dans HY(I) (voir le
corollaire 3.5.8). Aingi, larelation de cntinuité (4.4.3 implique quil en est de méme
pou un champ de rotation infinitésimale sur S. Du moins, nous pouvors dériver (4.4.3
lelong del et obtenir :

(4.4.6 [[0.(y*,0) O] =0.

Or, daprés la propasition 3.5.1,les dérivées d'un champ de rotation infinitésimale sont
tangentes ala surface Et par hypothése, les plans tangents des surfaces adjacentes au pli
I" forment un angle diff érent de O et de n. Nous déduisons dornc de (4.4.9) :

(4.4.7) @} (y",0) Ox =0 (resp. w,(y",0) Ox =0).

Et d'apres I'expresson (4.4.2, larestriction sur I du déplacement inextensionnel u est
un déplacement rigide. m

Bien que |'aréte droite soit rigide, les surfaces adjacentes ne sont en généra pas
inhibées. Ced est dl au fait quune ligne droite est une ligne asymptotique, dorc une
caadéristique pou le systeme de flexion des deux parties adjacentes. On peut penser en
tant quexemple adeux surfaces réglées jointes le long d'une génératrice sans aucune
autre aondtion,lasurfacen'est pasinhibée(voir lapropasition 4.1.7.

UN CASDE RIGIDITE D'UN PLI NON-RECTILIGNE.

La propriété de pli rigide n'est pas exclusive aix plis droits. En général, ure
courbe de pli, gauche, n'est pas rigide sauf si elle est une ligne asymptotique. C'est une
propriété arieuse des li gnes asymptotiques que nous avions annorcédans [Chai,93] :

4.4.4Théoreme. - Sdt S ure surface avecun di a ande fixe avecun ande de pli 6
différent de 0 et n. Saent S" et S les deux parties adjacentes au di. On suppcse de plus
gue la courbe depli I' est une ligne asymptotique de I'une des deux portions de surface,
disons S', qu est hyperbdique. Alors la courbe de pli ' est rigide en déplacement
inexensionrel. o

Preuve du théoréme 4.4.4: Ecatons tout d'abord le ca ou I est redili gne puisgque le
théoréme 4.4.1. done dorsla conclusion, sans méme I'hypothése d'angle fixe.
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Nous suppasons dorc que I n'est pas redili gne. Dans la portion ce surfacehyperbadlique
gue nows natons S', et pou laquelle I est une ligne asymptotique, choisisons un
paramétrage r tel que les courbes coordonrées ient les lignes asymptotiques de S',
entrainant les smplificaions des coefficients de la seconde forme fondamentale de la
surface:

(4.4.8 b, =b,, =0.

Dans untel systéme de mordonrées, dapres la propasition 3.5.8le systeme de flexion
dérivé (3.5.)-(3.5.2, satisfait par les composantes contravariantes (w, =w) a,) de
tout éément (w,,w,) de R(S"), devient :

448 W5, = A B
S 2 — T2\
WY, = FHws — oW

avec w=wZ =0.

Lapropasition 4.2.3 nosindique que w, admet unetracesur " et quelle est tangente au
pli I, Cest-a-dire:

w,0a,=0 O w=0sur',
autrement dit : w,=0surrl.
Cequi implique, dapres lapropasition 2.4.4, qala murbe de pli estrigide. =

4.4.5.Remarque. - S I' n'est pas une droite, elle ne peut pas non pus étre une murbe
plane. En effet, si ' est une ligne asymptotique plane de S', le plan tangent a S’ est
confonduavecle plan osculateur de I, c'est-a-dire le plan dela murbe. Autrement dit, la
normale unitaire a, est constante lelong de ', ouencore quon aurait :

b,=0lelongderl.

D'apres (4.4.8, cda signifierait que tous les coefficients de la seconde forme
fondamentale sont nuls le long de I', c'est-a-dire que la ourbure totale de S est null e,
contraire al'hypothése d'hyperbdlicitéde S'. o

4.4.6.Remarque. - Lorsgue la courbe de pli ' n'est pas un segment de droite, elle ne
peut pas étre, non pus, ure ligne esymptotiquede S. En effet, pusquelal’ n'est pasune
droite, le plan osculateur de I' devrait étre mnfonduavecles plans tangents a la surface
de part et d'autre de I', ce qui est impossble puisque, par hypothéese, elles forment un
angledifférent deO etden. o
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4.4.7.Remarque. - Dans le théoreme 4.4.4, aucune hypothése n'a éé faite sur l'autre
partie, S, adjacente au pli et qui peut dorc &re apriori quelconqle. Cependant, daprés
les deux remarques précélentes, lorsque le pli ' n'est pas une droite, S ne peut pas étre
plane as vasinagederl. o

D'apres la remarque 4.4.6,dans la cnfiguration duthéoréme 4.4.4,si la murbe
de pli ' nest pas rediligne, alors elle et transversde aux éventueles lignes
asymptotiques de S-. Ainsi, daprés la propasition 4.1.1et laremarque 4.1.7, pusgue le
théoréme 4.4.4 indique que la @urbe I est rigide, nous avons immédiatement le
corollaire:

4.4.8.Corollaire. Dans la configuration duthéoréme 4.4.4.si la courbe de pli I' n'est
pas rediligne, alors S est inhibée(ou rigide) au voisinage de I, pouvu quelle soit de
clase C°.

4.4.9.Remarque. - L'hypothése de régularité C* est requise par le théoréme d'unicité de
Carleman (théoréme 1.1.117) lorsgque lasurfaceS est dlli ptique. o

Bien entendu, dins le wrollaire 4.4.8,I'inhibition e S au vasinage du di I
peut étre prédse suivant sa nature geomeétrique.

Par exemple, s S est uniformément elli ptique, alors suivant la propasition 4.1.2,S est
entierement inhibée

Si S est uniformément hyperbalique, aors siivant la propasition 4.1.4,S est inhibée
dans le domaine de détermination D ("), délimité par |es lignes asymptotiques issues de
I". Naturellement S est entiérement inhibéesi ell e est contenue dans cedomaine.

Si S est développable, suivant la propasition 4.1.8,S est inhibéedans le domainede S
constitué par les génératrices passant par I.

4.4.10.Commentaire. - Le worollaire 4.4.8indique larigidité de la surface ajacente au
pli du théoreme 4.4.4. 11 faut garder a I'esprit que, sans aucune aitre cndtion aux
limites, S" n'est pas inhibée Comme dans le ca& des plis droits, c'est d au fait que la
rigidité se situe sur une ligne asymptotique, dorc sur une @urbe caadéristique des
divers gstemes de flexion. Ces derniers éant du type hyperbdlique, I'existence
['unicité d'une solution au probléme de Goursat (théoréme 1.2.6), montre quil existe des
déplacaments nontriviaux sur S', G est méme de dimension infinie; c'est ce que nous
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avions explicité dans le ca d'une surfacehyperbdlique régléedans la propasition 4.1.7.

a

La onfiguration du théoréme 4.4.4 est dorc tout a fait remarquable d
particuli ére puisquil donre un exemple de surface aecun di pou laquelle une partie
des deux parties adjacentes au pli peut étre entiérement inhibéetandis que l'autre partie
admet des déplacements inextensionnel non-triviaux.

4.5. RIGIDIFICATION DE CERTAINES SURFACES PAR DEUX PLIS A ANGLE
FIXE.

Nous avons vu dans les edions 2, 3et 4 de ce bapitre que laprésenced'un di a
angle fixe pouwait rigidifier une surface cf. théoréme 4.3.1 et théoréme 4.3.4.D'autre
part, nows avons également exhibé des exemples ou unseul pli a angle fixe restreignait
de fagon importante les déplacanents inextensionnels admisshbles, cf. propaosition 4.2.3,
propaosition 4.2.5, popasition 4.3.3,sans toutefois inhiber la surface (commentaire
4.3.4, popasition 4.3.5et propasition 4.3.6§. Nous avons exhibé par aill eurs la situation
particuli ére du théoreme 4.4.4avecle wrollaire 4.4.8qu nous donre un exemple de pli
rigide, entrainant la seule rigidificaion (au moins partielle) d'une des deux surfaces
adjacentes au pli (remarque 4.4.9), l'autre - la partie hyperbadlique pou laquelle le pli est
une ligne asymptotique - admettant des déplacaments inextensionnels nontriviaux
(commentaire 4.4.10.

Il nous a donc semblé naturel de penser quétant donre les effets d'un seul pli,
NOous pouMons nots attendre aoktenir des cas de rigidification avecun ou pusieurs plis
supdémentaires.

Et nous avons trouvé, en collaboration avec E. Sanchez-Palencia, des exemples
nouveaix - théoreme 4.5.1 et théoréme 4.5.3- ou la présence de deux plis a agle fixe
suffit & entrainer I'inhibition (au moins partiell €) dans le ca d'une surfaceréglée 1l sagit
des résultats annorcés dans [Choi et Sanchez-Palencia, 93] ou nows avions étudié
séparément les cas développable d nondéveloppeble, pusque de nature
fondamentalement différente (cf. propasition 3.2.2. D'autre part, nows exhibors un
autre ca nouweau ce rigidification - théoréme 4.5.4- qui est une généalisation ducas
dune surface réglée nondéveloppable. Cest le ca dune surface hyperbadique
quelcongle avecdeux plis a angle fixe qui se rencontrent et avec pour seule hypothese,
esentielle, que la portion de surface(hyperbalique) considéréene cntient pas de ligne
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asymptotique issue de l'intersedion des deux plis. On dra éalement, pou exprimer
cette hypathese, quil n'y a pas de ligne asymptotique séparant les deux plis (PLASP).

Dans ce qui suit, lorsquon dra quune surfaceS admet un di sur une urbe I,
cda voudadire que la surfaceS est jointe aune autre surface a priori quelconqge, le
long de la wurbe I', formant un di d'angle 6 différent de O et de n. De méme, on dra
quunre surface a@met deux plis s elle est jointe adeux surfaces réguliéres (C?).

CASD'UNE SURFACE REGLEEADMETTANT DEUX PLIS.

Soit S une surfacerégléedonréepar une cate (Q,r) comme en (2.5.1) :

(4.5.9 r(y.y) =cly) +y giy).

Les droites de S définies a y* constant sont les génératrices, les courbes a y* constant,
transversales aux génératrices, sont des diredrices (cf. chapitre 2 sedion 5).

Les cas développable @ nondéveloppable éant de nature fondamentalement
diff érente, nows les étudions ¥parément.

4.5.1. Théoreme. - Sat S ure surface réglée dévdoppable admettant deux plis a ande
fixelelong des courbes I, et I', transversales aux génératrices, avecdes andes de pli
différents de O et de 7. Pour simplifier on suppce que le bord de S est constitué de
génératrices et des courbes I'; et I',. Alors S est quasi-inhibée Plus prédsement,
G / {déplacements rigides} est dedimension au pus 1. o
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Génératrices

Une surface S développable admettant deux plis
le long des courbes transversales aux généran'ricesr2 et

Figure4.5.1.

Preuve: Choisisons tout dabord la cate de S comme en (4.5.]) telle que la murbe de
pli I, est déaite par ladiredriceb. D'apres la propasition 4.3.3 nous avons les relations
(4.3.7), avecp O H':

w, = p(y)EWY' Y)a, + F(y' Y)a,
(4.5.2
w, = -p(Y)E(Y"y*)a,

oulesfonctions F et E sont définis comme en (3.6.9) :

(4.5.3 E(y",y*) =exp(=[ 2r,(y",9°)d°)

FOL Y =[] (W - 2 2w 902
si bien quun d&placement inextensionrel est nécessairement de laforme (4.3.9 :
uy',y?) = f [p.(9 (9] Ofcty') = c(9") + ¥ a(y")]dy*
Considérons le second i a anglefixe en T, si cdle-ci est déaite par :

M ={y'Y) Y =wy)h

d'apres la propasition 4.2.3,la ondtion dangle fixe entraine que, le long de T, la
dérivéedans la diredion tangente al", dun champ de rotation infinitésimale est tangente
arl,, cest-a-dire que nous avons :
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(w,+@'w,)0(a,+y'a,)=0,lelongder,.
Autrement dit, dapres (4.5.2) :
W'w; a,Da,+w’ a,0a,+'w a,0a, =0.

Or nowsavons w; +W, =0, si bien que:

2¢'w; +w2 =0, lelong del,

O 2¢'p(y)E(Y' y*) +F(y',y*) =0.
Mais, dapres (4.5.3 :
FiL YD) = [ [OAEG 2], - 2r 200 Y §2)d52,

s bien gwe lafonction p dait satisfaire al'éguation dff érentielle ordinaire :
(459 a(y")p(y') +b(y)p'(y') =0,

oulesfonctionsa et b sont :

a(y') = 20" (y)E(y', w(y") + jo“””l’[sl(yl §°) - 2r LE(Y', 9°)]dy”

oy = [ E(y 9y

Lafonction p est dorc définie aun degreé de liberté pres (b n'est jamais nulle) :

y)o qD

U
(4.5.5 p(yl):Cexpgyl E,W y

ou C est une onstanterédlea priori arbitraire. W

4.5.2.Remarque - Le théoreme 4.5.1 rindique que la quasi-rigidité de S. Bien entendu
dans de nombreux cas, la surface &t en fait inhibée cda dépend ce la nature des
surfaces adjacentes aux plis.

Par exemple, si I'une d'elles est hyperbdique & si la ourbe de pli correspondante est
tangente en unpaint aux lignes asymptotiques, dapres le théoréme 4.4.4,la dérivéed'un
champ de rotation infinitésimale dans la diredion tangente est nulle, si bien que dans
(4.5.5 p dat étre identiquement nul.
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D'autre part i S est inhibée dors, daprés la propaosition 4.4.1)es surfaces adjacentes le
sont également (au vasinage du i) s les courbes de pli ne sont pas des lignes
asymptotiques de la surface djacente wrresponcdhnte, par exemple, ure surface
elli ptique, serait totalement inhibée & vertu de le propasition 4.4.2o

Considérons maintenant le ca d'une surfaceréglée nondéveloppable avec deux
plis. Rappelons quune telle surface &t hyperbalique, cf. propasition 2.6.3.

4.5.3.Théoréeme. - Sat S unre surface réglée nondévdoppalle définie mmnme e
(4.5.0), qu admet un di (a appu simple) le long dun segment o de la génératrice a
y'=0, et qui admet un ceuxiéme pli (& ande fixe) lelong dun acl dela dredriceb a
y*= 0. Nous suppasons que les plis forment un ande différent de O et de 7.

Considérons I'ensemble A(o) O S congtitué des lignes asymptotiques de S pasant par
la courbe o et I'ensemble B(I") (I S constitué des génératrices passant par la courbeT .

Alors, la patie B(I') n A(o) de Sestinhibée

Génératrices

Figure 4.5.2.

Preuve du théoréme : Soient u un d&placement inextensionrel sur S, w son champ de
rotation infinitésimale asocié & (w,,w,) = R(u) O R(S) les dérivées partiell es premiéres
de w. D'apres le théoreme 4.4.1,la courbe de pli o étant redili gne, larestriction de u sur
o est un dplacement rigide. Ainsi, daprés la remarque 4.1.10et la propasition 4.1.7,
nous avons sir A(o), avecpOL*(MN)=L?:
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(4.5.9 wi (Y y?) =p(yh) a;
w2 (y*, y?) =0.

Considérons maintenant le pli en I'. D'apres la propasition 4.2.3,la @wndtion dangle
fixe impose que la dérivéele long de ' dun champ de rotation infinitésimale doit étre
tangente al’, soit :

(4.5.9 w,(y',0)0a, =0surT.

doup=0surT etdorc (w,,w,) =(0,0 sur A(c) n B(I"). =
CASD'UNE SURFACE HYPERBOLIQUE QUELCONQUE ADMETTANT DEUX PLIS.

Nous avons vu dans les wdions 3 et 4 de ce tapitre guune surface
hyperbadlique avecun seul pli n'est pas en général inhibég méme partiell ement.

Nous avons montré (théoreme 4.5.3 quune surface réglée hyperbalique pouvait étre
inhibéepar deux plis a angle fixe le long de deux courbes dort I'une est une génératrice
(dorc une ligne asymptotique).

Nous donnors maintenant une généraisation ce ce ca dinhibition a une surface
hyperbadlique générale @ deux courbes de plis qui sont, soit des lignes asymptotiques,
soit des courbes transversales aux li gnes asymptotiques.

La oconfiguration ge nows alons présenter est toutefois ensiblement diff érente
du cas développable, danslamesure ou nows suppaserons que les deux plis s rejoignent
en un pont. Cela ne revient pas exadement a mnsidérer un seul pli oula ourbe de pli
est constituée de deux morceaux réguliers et formant un angle, car la surface peut
eff edivement étre jointe adeux surfaces distinctes.

Laseule hypothése, esentiell e, que nous ferons est de suppaser quil n'y a pas de
ligne asymptotique issue du pant ou les deux courbes de pli régulieres s rejoignent.
Nous dirons auss quil n'y apas de ligne asymptotique séparant les deux plis (PLASP).
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0 rl

Pas de lignes asymptotiques sepdrantl, et

Lignes asymptotiques separant I gt
Figure 4.5.3.

Commencons dans cette anfiguration, sous la condtion quil n'y ait pas de ligne
asymptotique séparant les plis, dans le ca particulier ou les courbes des deux plis a
angle fixe sont des li gnes asymptotiques. D'apres e théoreme 4.4.4 les deux courbes de
plis ont rigides.

Autrement dit, lorsqgue nouws choisisoons dans S une cate telle que les courbes
coordonrées rt les lignes asymptotiques de S, le systeme de flexion dérivé (satisfait
par les composantes contravariantes des ééments (w,,w,) de R(S)) devient, dapres la
propasition 3.5.8:

(4 5 a VV;,l = _r]iLlV\é + r212VV]2.
Wf,z = I_121W; - |_222Wf
avec: W =w; =0,

Et d'aprés le théoréme 4.4.4,la mndtion dangle fixe sur les deux courbes de pli
entraine :

wZ(y",0) =0 sur le premier p

4.5,
(459 w; (0, y?) =0 sur le second pl

Nous voyons que (4.5.9 constitue une donrée de Goursat, nule, pou le systéme
hyperbdique (4.5.8. Le théoreme 1.2.7 montre dors que (w,,w,) = (0,0) dans le
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domaine de détermination dfini par la donrée de Goursat, c'est-adire que l'on a
I'inhibition dans le domaine définie par les deux lignes asymptotiques ; cda wrrespond
aun danaine de S pourvu quil n'y ait pas de ligne asymptotique séparant les deux plis.

4.5.4. Théoreme. - Sat S ure surface hyperbadlique avecdeux plis a andefixel', et I,
qui forment desandes 6 et ¢ différents de O et de . On suppase que les courbes de pli
I, et I, sont des lignes asymptotiques de S. On suppase de plus quelles se mupent en
un pant M en formant un ande différent de O et quil n'y a pas de ligne asymptotique
séparant lesdeux plis aur S. Alors S est rigide dars le domaine de détermination d&fini
par les deux lignes asymptotiques.

Générdisons maintenant le théoréme 4.5.3. Nous alons voir que dans la
configuration duthéoreme 4.5.4,I'hypathese que les courbes de plis ient des lignes
asymptotiques n'est pas esentielle pour obtenir la rigidification (au moins partielle) de
S.

(Carte ou les courbes coordonnees sont les lignes asymptotiques de S.)

Figure 4.5.4.

4.5.5.Théoréme. - Dans la méme configuration qie le théoreme 4.5.4(toujours avecla
condtion PLASP), mais en suppcant que la courbe de pli I', est réguiere @
transversale aux lignes asymptotiques de S. Alors S est rigide dars le domaine de
déetermination D(I",).

Preuve du théoreme 4.5.5: Reprenors aur S, une cate (Q,r) telle que les courbes
coordonrées nt les lignes asymptotiques de S. Pour les éléments (w,,w,) de R(S) dans
cete cate, dapréslapropasition 3.5.8]e systéme de flexion dérivé se réduit a (4.5.8.
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Soient ', et I, les deux courbes de plis ur S suppaons que I'; est une ligne
asymptotique & I, est transversale aux lignes asymptotiques de S. Soit ¢, une fonction
de dass C' déaivant I, :

(4.5.10 F={(yY)DQ/y =0} e[, ={(y y)IQ/Y = 0,y)}
avec¢,(0) = 0, de sorte que les courbes de plis s rencontrent au pant M =r(0,0).

D'aprés le théoréme 4.4.4, nos avons sr w, =0 sur ;. Sur le pli T, la
propasition 4.2.3, nos dit que lacondtion dangle fixe impaose :

[0, w,+w,|0[¢}a,+a,]=0lelongdeT,.
Autrement dit, les deux plisa angle fixeimposent les condtions:

w; (y',0)=0

45.1 2
@4 W3 (0,(¥*), ¥°) = [95(Y") ] WE(9,(¥*), ¥°)

Le probleme (4.5.8-(4.5.1) est une variante du probléme de Goursat que nous avions
énorcé al théoréme 1.2.8, don l'unique solution est aors la solution ndle dans le
domaine de déterminationisu delr,. ®

Enfin, nows allons voir, que I'hypatheése gu'au moins une des courbes de pli soit
unligne asymptotique n'est pas nécessaire, pouvu quil n'y ait pas de ligne asymptotique
separant lesplis (PLASP) :

4.5.6.Théoreme. - Dans la méme wnfiguration gie le théoreme 4.5.4(toujours avecla
condtion PLASP), mais en considérant les deux courbes de plis transversales aux ligne
asymptotique de S. Alors S est inhibéedars unvoisinage du pant M. o
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Figure 4.5.5.

Preuve du théoréme 4.5.6.Reprenons, comme précélemment, sur S une cate (Q,r) telle
gue les courbes coordonrées ient les lignes asymptotiques de S. Pour les ééments
(w,,w,) de R(S) dans cette cate, dapres la propasition 3.5.8,le systéme de flexion
dérivé se réduit a(4.5.8.

Soient I, et I, les deux courbes de pli sur S. Soit ¢, et ¢, deux fonctions de dasse C*
déaivant ", et T, :

(4.5.12 F={Y) Y =0, e T ={(y"y) /1y = $.()}

Par hypothése dles ont toutes deux transversales aux lignes asymptotiques de S, nows
suppasons dorc que les fonctions ¢, et ¢, sont inversibles, et dinverses réguliéres (C").

Lescourbes I, et I', se cupent en un pont M. Nous choisisons M = (0,0) si bien que
nous suppasons ¢,(0) = 0 et ¢,(0) = 0.

Dans ce calre, daprés la propasition 4.2.3]es condtions d'angle fixe sur les courbes de
pli [ etl,séaivent:

W2 (Y, 0,0y =[00)  wa (Y 0y (v) sur’,

45.1 2
@b W3 (0,(¥*), ¥°) = [05(y") WE(9,(¥*), ¥°) ur

Il sagit donc de montrer que le probleme (4.5.8-(4.5.13 n'aque lasolution nule.

Soit Q; = [0,T,]x[0,T,] un ouert définissant un vdsinage de M. Nous alons
démontrer I'inhibition dans la partie de S définie dans Q,, pou T, et T, suffisamment
petits.

Ayant suppcsé quaucune ligne asymptotique issue du pant M n'est dans S
(condtion "PLASP"), nows pouvors dorc choisir I'orientation ces paramétres y* et y* de
sorte que Nous ayons :

d,(y") =0 dang[0,T,]

(4.5.19 ,(y*) 20 dang0,T,].

Définisons aors I'opérateur A (non bané) défini dans:

D(A) = { (u,u,) O[L2(Q)] /u, OL*(Q) etu,, DL*(Q)}
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avaleur dans [L*(Q,)]? par A(u,,u,) = (V,,V,), avec:

Y = L<  (THU+ T LUy +04° (), (0. (°), ¥7)
4519 O ,
Fa(y'y) = j;l(yl)(rﬁul = u)dg” + 01 (Y MY 6:(y))

ou les opérateurs intégraux dans (4.5.19 sont définis par continuité comme dans le
lemme 1.2.10.

Il est clair quune solution du pobleme (4.5.8-(4.5.13 est un pant fixe de I'opérateur A
et rédproguement. Nous allons montrer que le seul point fixe de A est le mugde (0,0).

Soit (v,,V,) un pant fixe de I'opérateur A. En pcsant C une mnstante paositi ve dépendant
des coefficients de la surface (toute entiere) non récessairement identique a dague
occurrence” , (4.5.19 donre l'inégalité:

2 . . . 2
(4519 10 0.09).57) o

al,

<cTw;

L2(Qr) L*(Qr) ||V2 LZ(QT)] T

or dapreslelemme 1.2.9. nos avors:

LZ(QT)

dy

2,2

*C
L2(Qy) E

et de plus (v,,v,) étant solution dusysteme (4.5.8, il est fadle d'avoir :

2
LZ(QT) [”Vl

HVZ 2 L*(Qr) ||V2 LZ(QT)]

s bien que (4.5.16 devient :
]
il S CTJ e * ol [ #1051 2 (el + Tl el ]

Par analogie, nows avons :

||V2 2L2(QT) = CTZ[”Vl 2|_2(QT) +||V2 2L2(QT) + CTZ[”Vl 2|_2(QT) +||V2

2 nT, 2
LZ(QT)]+‘¢1‘?1[”V1 LZ(QT)]]’

(*) On peut prendre C = sup{l'(?ﬁ}
Q
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dou:

il < CT My 1) 02105 Ml )+ oI
ou encore :
@5.19 il oy < 2CT )+l | B Il

et de nouveau par analogie :
(4'5'18 ||V1||2L2(QT) s ZCTl[”Vl”zLZ(QT) + ||V2||2L2(QT)] + B ||V1||2L2(QT)'

oU NOLs avons posé

B= sup |oi(y")|x sup |05(y*).
y'goT] y’fo,T,]

Remarquors que dans les cas ou I'une a1 moins des deux courbes de pli est une ligne
asymptotique, nots aurions alorsimmeédiatement 3 = 0.

Nous sippcsons désormais que les fonctions ¢, et ¢, sont inversibles au vasinage de 0.
Soient p, et p, les pentes des courbes définies par ¢, et ¢, en 0 dans Q et p leur produit :

P =0,(0)
P, = 2(0)
P=p. P

Le wefficient p est dorc différent de 0, mais nous pouvors voir également que p est
différent de 1. En effet, sinon, nos aurions p, = p,* cequi signifierait que les pentes p,
et p, sont paralées, contraire al'hypothese d'angle différent de O que forment les
courbesdenpli I, et I, au pant M.

Aing, s lesfonctions ¢, et ¢, choisies donrent p > 1, il suffit de choisir des nouwelles
fonctions ¢, etd, définissant respedivement, au voisinage du pant M, les courbes T, et
M, en penant 6,(y") = 0;'(y") etd,(y*) =$;*(y?), pou avoir le produit des pentes
en O correspondantes p < 1. Si bien quen prenant T, et T, suffisamment petits nous
obtenors:

= 1§[gg]|¢ ()], sup |¢ (y)| <1
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Si bien que lesinégalités (4.5.17 et (4.5.19 sont absurdes pour T, ou T, suffisamment
petit, sauf S v, =v,=0. =

4.5.7.Remarque. - Il est clair que dans la cnfiguration duthéoréme 4.5.6,I'inhibition
de S ne se limite pas a un petit voisinage du pant M. Suivant les cas, |'inhibition se
prolonge de proche en proche. De plus, daprés le théoreme 4.5.4,il n'est pas nécessaire
gue les courbes de pli soient totalement transversale aux lignes asymptotiques, pouvu
quil n'y ait pas de ligne asymptotique dans S séparant, la awurbe de pli et le domaine
d'inhibition oldenu.

r, M
¥ "
0 Q
M My
3
1 1
2
2
y
0 y 0
-A - L'inhibition ce la surface -B- L'inhibition de la surface
dars un voisinage de 0 entraine dars les régions 1 et 2 entraine
I'inhibition ce la surface dars les I'inhibition de la surface dars la
régions 1 e 2 en vetu du région 3 (Théorémel.2.7). On
théoreme 4.5.4. recomnencealors comne an - A -.

Figure 4.5.6

4.6. ANNEXE AU CHAPITRE 4.

Lemme. 4.4.2.- Sat une surface S de dasse C? et un segment de droite I' sur S. Au
voisinage del, nows avons |'alternative:
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- ou den, la surface et hyperbalique (dans unvoisinage du di),
- ou den, les planstangents coincident lelong e lM. o

Preuve du lemne 4.4.2.: Chosisons une cate de S telle que I' soit une @urbe
coordonrée ay* constant.

Soit (a,,a,,a,) labase mvariante de la surface a, est latangente ar, si bien que, I' étant
une droite, nows avons également :

a,, est propationrel aa, lelongdeT,
dou:
b,=a,,.a,=-a,.a,, =-a,.p(y")a, =0lelongderl,
et dorc:
A=b.b,, -b,’ <0.

Ains, lelong de T, pusque la curbure totale K de la surface st du méme signe que A,
K est négative ou ndle.

Si K =0, cest-&diresi b,,= 0, aorsnous avons:

8.8y = Oet 8318, = 0~ Ay = 0.

Autrement dit, K = O sur I si et seulement si |es plans tangents ala surfaceS coincident
lelongdel. m

Lemme. 4.4.3- Dans la configuration dulemrme 4.4.2.,s les plans tangents coincident
lelong eI, la composante normale a S d'un champ de rotation infinitésimale sur S est
constante sur I'. Autrement dit, a un champ constant prés, un champ de rotation
infinitésimale est tangent a Slelong celacourbedepli I'. o

Preuve du lemne 4.4.3.Choisisons une cate de S (Q,r) telle que la base cvariante
(a,,a,,a,) soit orthonamalelelong deT ; on peut suppacser de plus que I' est déarite par

r(y,0)

Par hypaothése, les plans tangents coincident lelong de I, si bien que nous avons:
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a,=0 C
a,, =0 et a;, =0 E
’ ’ lelongdeT,
(4.4.12 i=0 e b,=0 = 9
ri=0e b,=0 E

ot les coefficients 'y, sont les ymboales de Christoffel et by, sont les coefficients de la

seooncde forme fondamentae.

Soient u un dgplacament inextensionnel sur S, et w le champ de rotation qu lui est
ascié; pasons U, et W respedivement leurs composantes covariantes et contravariantes.

Nous conreisons I'expresson des composantes W en fonction des u, (cf.
propasition 3.4.1,expresson (3.4.4), en particulier pour la momposante normale :

w® = %[% (uly2 - Uz,l) -Tiu, —b,u,| surQ,
otla=|a,0a,|;a=1surT.
Cequi seréduit sur I, en vertu de (3.2.9 et des smplificaionsissiesde (4.4.19 a:
(4.4.13 w = U, surl ;
il ne nows reste plus aors quamontrer que u, , est constant lelong de T .
Sur Q, nows avons, dapres le systeme de flexion en coordonrées covariantes (3.3.1) :
Uy, = MU, +byug
et, en dérivant par rappart au paramétre y?, il vient :
Uy oy = Uyyp = Tyl + T, 5 +101,U + 00,
Nous voyons que u, ,,1H'(Q), si bien que satracesur I aun sens dans L*(I").

Or,

a —_ a a
Fll‘2 =a'2.a;ta .ap,

_ sur Q,
bll,z - a3,2 'al,l+ a3'al,12

etsur ', nows avons:
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a,, =00 a,=00 &, =0,

a

s bienqely),=0eth,,=0surl, dou (ul,z)l =U,=0surl. m
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CHAPITRE 5.

APPLICATION A LA
THEORIE DES COQUES
ELASTIQUESMINCES.

5.1 MODELE BIDIMENSIONNEL LINEARISE DE COQUES DE W. T. KOITER ET
SA FORMULATION VARIATIONNELLE.

Nous rappelons brievement dans cette sedion des ééments de la théorie linédre
des coques éastiques minces et de leur comportement lorsque leur épaisseur tend vers
zéro. Nous choisisons de nous place, comme dans [Sanchez-Palencia, 89, dans le
cadre de la théorie linéaisee du modele bidimensionrel de aques dastiques de W. T.
Koiter.

Soit une oque dastique S* dépaiseur e > 0, ele est définie a partir d'une
surface S donrée par une cate (Q,r) avecr de dase C* et ol Q est un damaine
convexede R?:

st ={p(y".y*.¥°) =r(y".y") +¥’as, ou (y'y*y?) DQ x[-5,+5] }

ou a, désigne le vedeur normal unitaire aS, en chague point.

Une coque de surface moyenne S.

Figure 5.1.1.
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En appliquant sur la cque S° un champ de forces extérieures F, le probleme
mécanique ansiste atrouver le champ de déplacement u® de la surfaceS. On suppase
que les forces extérieures sont suffisament faibles ou petites, de sorte que lathéorie reste
dans un cadre linéaisé par rappart au déplacement u®.

Céa revient a minimiser I'énergie de déformation dans une dase de fonctions
satisfaisant aux conditions aux limites cinématiques (tell es la fixation oul'encastrement
d'une partie du bad de la @que) ; sil ny a pas de ondtion aux limites, nows
suppaserons naturell ement que le torseur des forces extérieures appliquées ala que est
nul pour que le probléme demeure statigue. Pour simplifier, nows exposons diredement
le modéle bidimensionrel de Koiter.

Le modele de Koiter est un modéle bidimensionrel, cest a dire quun
déplacement sur la coque peut étre défini a partir dun déplacement sur la surface
moyenne. Cela démule des hypathéses que formule W. T. Koiter, voir [Bernadou et
Ciarlet,76] :

- Les normales a la surface moyenne nondéformée sont encore
normales a la surface moyenne aprés déformation.

- Au cours de la déformation, les contraintes sont approximativement
planes et parallélesau dantangent a la surface moyenne.

Si bien que le probléme mécaiique tridimensionrel sur la @que se réduit a un
probléme bidimensionnel sur la surfacemoyenne.

Ainsi, suivant le modele de Koiter, le probléme mécaiique revient a trouver une
solution au probléme : pour un espaceV fonctionnel (défini sur S et a prédser) et pour
F dansledual V' (I'ensemble des formes linéares continues sur V) :

(5.1.0 [trouver un déplaceme nt u® dans V tel que
o E be(u®,v) = (F,v),,,, Ov OV,

qui, de maniere dassque, est équivaent aun probléme de minimisation :

Crouver u® OV qu minimiselafonctionrelle

(5.1.2 E I.(v) = be(v,v) - 2(F,V) dans V,

ou laforme hili néaire symétrique d'énergie de déformation b® sur la surfacemoyenne se
décompose :



Chapitre 5. Application alathéorie des coques élastiques minces. 119

(5.1.3 b®(u,v) =ed"(u,v)+€e’a’ (u,v),

ol a™ et a' sont respedivement les formes bilinéaires smétriques d'énergie de
déformation membranare & en flexon ,indépendartes de |'épaisseur e.

En désignant par A“™ | les coefficients d'édasticité de la cque indépendants
dee:

E 2v C
5.1. AN = —— %‘“ a™ +a™a + a®aM
.19 2(1+ V) 1-v E

ou E est le modue de Younget v le coefficient de Poisson du matériau (ce sont des
coefficients drictement positifs) et oli les a®® sort les coefficients contravariants de la
premiere forme fondamentale, cf. (2.1.9.

L'expresson ce laforme bili néare d'énergie de déformation membranaire a" est :
(5.1.9 a"(u,v) = [ Ay 0 (U)y,, (V)dQ

oulesy,, sont les composantes (covariantes) du tenseur de deformation e S:
(5.1.9 y(u) = du.dr,

qui expriment les variations de la premiere forme fondamentale, i.e. des longueurs. En
compaosantes covariantes, nows avons (cf. I'expresson du systeme de flexion en
coordonreées covariantes (3.2.9) :

S/ll(u)
(5.1.7 V12 (u)

5/22 (u)

ol les coefficients 2" eth,; sont respedivement les ymbales de Christoffel et les
coefficients de la seconde forme fondamental e.

A
U, — rllu)\ - b11u3
1 —_rA -
7(“1,2 + u2,1) r12u)\ b12u3
A
U, = rzzu)\ - b22u3

La forme bilinédre d'énergie de déformation en flexion, a, pos®de une expresson
analogue a céie de a™, mais elle fait intervenir les variations p,, de la seconde forme
fondamentale, i.e. les variations de ourbure:

(5.1.8 a'(u,v)= 1_12.[9 ATMp s (U)p,, (V)dQ

avec(voir par exemple [Bernadouet Ciarlet,76]) :
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U — r;\p&u)\ + Zbl)\ (u)\,l - r)\ulup) + (bl)\l + I_l)\ublu - rlulbli\ )u)\ - bl)\b}\lUB
Us1g r;\Bu)\ + bf (ux,z - rxpzuu) + bzA (u)\,l - rxuluu) + (bfz + rl}ilb; -y
U 00 = r;‘BU)\ + 2b§ (u)\,z - I_)tjzuu) + (bg\z + I_z)\ubé1 - rzuzb: )u)\ - b;\bxzu3

5311(11)
(5:1.20 [, (u)

.o(1)

5.1.1Remarque- On observe que la forme bilinédre d'énergie de déformation en
membrane a™ fait intervenir les dérivées partielles premiéres des composantes
tangentielles dun déplacement, mais pas les dérivées de la mmposante normale, et pas
de dérivées d'ordre supérieur. Tandis que laforme bili néare d'énergie de déformation en
flexion af fait intervenir les dérivées partiell es premieres des compaosantes tangentiell es
et les dérivées partiell es secondes de la compasante normale du déplacement. o

5.1.2.Remarque. - La positivité des coefficients Aat» permet de montrer (voir par
exemple [Ciarlet, Bernadouet Miara,94]) quil existe des constantesc >0 et C > O telles
que:

(5_1_1]) E:”y(u)"LZ(Q) <a” (U, U) < C||y(u)||L2(Q)
IP(W)] 2, < @" (U, 1) < Clp(U)] 2

5.1.3.Remarque. - Pour chaque éuaissur e > 0 fixée le noyau N(b) de la forme
quadratique aciée alaforme bili néare d'énergie de déformation b® est I'ensemble des
déplacanents laissant invariantes les premiere @ secnde formes fondamentales de S au
sens linérarisé, c'est-a-dire les déplacements rigides infinitéssmaux sur S (voir la
définition 3.1.3 ; c'est le lemme du mouvement rigide de [Bernadouet Ciarlet,76]. o

L'espace pproprié pou I'étude du probléme (5.1.1), ae > 0 fixée est I'espacede
Hilbert, produt d'espaces de Sobdev classques munis de leur normes usuell es:

V={u=(u)/u, 0HYQ) et u, 0 H¥(Q) + condtions aux limites}

dans lequel [Bernadou et Ciarlet,79 ont démontré I'elli pticité du modele de @mque de
Koiter, voir également [Bernadou, Ciarlet et Miara,94]. Plus prédsément :

5.1.4.Théoréme. - Sdt S = (Q,r) ure surface de dass C* encastrée sur une partie de
son bad (de mesure> 0), alors il existe une mnstante ¢ >0 telle que pou toutu OV :

2
HixHxH? "'

(5.1.12 a™(u,u)+a’(u,u)=cu
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Autrement dit, pou toute éaisseur e > 0 fixée ona:

2

(5.1.12h ea"(u,u)+e’a’ (u,u) 2 c |uf e

ou la mnstante ¢ dépend ck I'épaisseur e. Le théoréme 5.1.4 montre quil existe une
unique solution au probléeme (5.1.7) pou chaque éaisseur e fixée & vertu duthéoréme
de Lax-Milgram(®).

Remarquors que V, sinjede de fagon cense d continue (et méme compade, voir
par exemple [Brezis,83]) dans|'espacede Hil bert :

H= {u =y, a' telsquelesu, soient dans LZ(Q)} ,

muni de la norme L? usuelle. Dans la suite, de maniére dassque, nous identifierons H
avec son dul de sorte quon at les injedions  continues

VOH=H"OV'".

Ains dansle probléeme (5.1.1), le produt de dudlité (f,v),.,, Seraremplacépar le produt
scdairedans : (f,v),, s on pendf dansH.

5.1.5.Remarque. - Sil n'y a pas de @ndtion aux limites sur S, ous V contient des
déplacanents rigides nonnuls, le théoréme 5.1.4 reste vrai dans l'espace qudatient
V / {déplacanents rigides} muni de lanorme quaient, i.e. il existe ¢ >0 telle que pou
toutu LV, ona:

2

am(u,u)+a’(u,u)zcinf u=v|, . .g

vON(b)

5.1.7.Remarque. - Dans le théoréme 5.1.4, I'hypothése de régularité C* de la surface
peut étre levég larégularité C? étant suffisante, voir [Blouza @ Le Dret,94]. o

Dans [Sanchez-Paencia 89, dort nous reprenors les terminoogies de mques
inhibées, bien-inhibées, E. Sanchez-Palencia a éudié le mmportement asymptotique
lorsque I'épaisseur tend vers zéro. || mis en évidence deux comportements tres diff érents
suivant que la @mgue est inhibéeou non,autrement dit si 1a surfacemoyenne de la cque
est géométriguement rigide ou non, var égaement [Sanchez-Paencia92].
Naturellement il n'est pas raisonreble d'éudier le ammportement limite avec des forces

(*) Théoréme de Lax-Milgram : Soit V un espacede Hil bert et b une forme bili nédre wercive sur V, c'est-
&dire quil existe une mnstante c>0 telle que pour tout v de V, on ait : b(v,v) = c||v||f/ . Alors, quelle que
soit f de V', il existeun urique u deV telle que: b(v,v) = (f,v),, (voir [BreZs,83]).
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extérieures indépendantes de e, car plus e serait petit, plus le déplacement serait grand.
Nous voyons que vraisemblablement, pou obtenir des déplacements de I'ordre de &
<< 1,il faudrase donrer desforces de l'ordre de de, mais nous verrons, dans les dions
suivantes, que cen'est pastoujoursle ca.

5.2. CAS DES COQUES A FLEXION PURE NON-INHIBEE.

Nous nous replagons dans le calre de la sedion précélente arecune aque S° de
surfacemoyenne S donréepar une cate (Q,r).

Nous sippasons dans cette sedion, e I'espacedes déplacements inextensionnels :
G={ulV/yu)=du.dr=0}

n'est pas contenu dans |'espacedes déplacaments rigides ; nous éairons également (de
fagnabusive) : G # {0}.

Etant donré une force (trés petite) de laforme:
(5.2.1 F= &e’f avecf indépendant de e,
Réécivons laformulation variationrelle (5.1.1 du probléme mécanique d'une mque.

O trouver U° dans V telle que
Egam(ﬁe,v) +e’a' (G, v)=(F,v),0vOV.

En faisant le changement d'inconnwe (mise al'échelle), :

(5.2.2 G=du

(ouu désigne lanouwelleinconnte) et en dvisant par 0€® et en posant :
(5.2.3 £=e,

le probléme (5.1.1) devient :

(5.2.4 %rouver un déplaceme nt u® OV te que:
o cEam(u,v) +a' (uf,v) = (f,v),, Ov OV.

On vat gue pou e (ou €) petit les "déformations en membrane” sont pénalisées par
rappat aux "déformations en flexion", ce qui est intuitivement cohérent (nous pouvors
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penser a une feuille de papier, il est "asez difficile” de I'éirer). Si bien que le
déplacement aura tendance a #er au "gouffre" de minimisation (nous reprenors la
terminologie de [ Sanchez-Palencia,89)) défini par :

(5.2.95 G= {v av/a™(v,v) = 0} ,

C'est-a-dire, dapres la remarque 5.1.2,I'espacedes déplacanents inextensionrels. C'est
un espacefermé dans V et donc galement un espacede Hilbert pou lanormede V.

Le "comportement limite" est le suivant :

5.2.1.Théoréme. - Sat u® la solution ce (5.2.4. Alors, lorsquee — 0,
(5.2.6 u M - u®dans V faible®

ou u° est la solution du pobléme:

[trouver un déplaceme nt u® OG tel que:
(5.2.7 g NP q
0 a (u,v)=(f,v), OviG.

Preuve: Remarquors tout d'abord que le probleme (5.2.7) possde une solution urique.
En effet laforme bili nédre b* éant coercive € continue sur V, laforme a’ est coercive &
continue sur G, on peut aors appliquer le théoreme de Lax-Milgram.

Prenons v = u® dans (5.2.4), avec(5.1.129 (coercivité de laforme bili nédre b°), nows avons
pou tout € suffisament petit :

2
clut| <a™u®,uf)+a’ (uf,u®)<e™am(uf,uf)+a’ (ut,uf) =(f,u?) < Clju’

V1
dou:

(5.2.9

el <c

u

avec une @nstante ¢ > 0 indépendante de € (as¥z petit). Les lutions u® de (5.2.9
forment dorc une famille bornéedans V, cequi entraine d'autre part, que pour tout € :

g'a™(u®,u®)+a’ (uf,u®) et bornée

dou:

(*) La topdogie faible sur V est, par définition, la topdogie la plus fine rendant continues les formes
linédres s V.
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(5.2.9 a™(ut,u®) 0’ 0.

D'autre part V est un espaceréflexif®), si bien que daprés (5.2.8, cedte famille est
faiblement compade™) dans V et on peut en extraire une sous-suite qui converge
faiblement vers une fonction u® dans V. (5.2.9 indique dors que u® appartient a G. En
prenant alorsv dans G, (5.2.4) devient :

(5.2.10 a'(u®,v)=(f,v),.
En passant alalimite dans (5.2.10, nous voyons que u° satisfait au probléme (5.2.7). m

5.2.2. Remarque. - Il a &é montré de plus dans [Ciarlet, Lods et Miara,94 que la
convergencedans (5.2.6 est forte au sens des normes H(Q).

5.2.3.Remarque. - "Qui peut le plus, ne peut pas forcément le moins!”, E. Sanchez-
Paencia. Le probléme (5.2.7) éant défini dans le sous-espace des déplacanents
inextensionrels G, ure éude numérique par éléments finis discrétisant |I'espaceV peut -
a de grande dhance - d'étre inadéquate. En effet, il est fort "probable” - en tout cas rien
nindique le mntraire - que I'espacediscrétisé, de dimension finie, n'a de point commun
avec G gue le déplacanent nul. Une éude numérique donre dors, dans le ca dune
cogue en flexion, la meill eur approximation dun éément de G, c'est adire 0! Si bien
gue des flexions (qui sont des déplacanents "grands'™) ) d'une surface norrinhibée
peuvent passer inapercues par le cdcul. Ce genre de phénomene est connu comme
"blocage" ou "verrouill age" numérique (voir [ Sanchez-Palencia,95)). o

Ainsi, daprés la remarque 5.2.3, ur édude numérique par ééments finis des
coques en flexion appell e une discrétisation ke I'espaceG, ce qui, apparemment, est loin
d'étre évident. Il nous mble - du moins dans certains cas smples - que I'espaceR(S)
ascié ala surfacemoyenne S (définie par une cate (Q,r)), puss donrer une voie a
cette dicrétisation.

Dans G, I'expresson e la variation p de la seconde forme fondamentale se
smplifie @ on peut I'exprimer en fonction des composantes contravariantes des

(*) Cest & dire que l'injection canonique de V dans on bidual topdogique V" est bijedive. V est un
espacede Hilbert donc réflexif (voir par exemple [Brézs,83)).

(™) La boule unité (les ensembles bornés) d'un espace réflexif est faiblement compade, clest a dire
compade pour latopdogie faible, voir également [Brézs).

(™*) "Grands" au sens ol ure flexion nécesste une éergie de déformation plus faible (lorsque I'épaisseur
tend vers 0) qu'un "étirement membranaire”.
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édéments de R(S) : soient u 0 G et (w,,w,) = R(U)OR(S) (ou R est I'somorphisme de G
dans R(S) défini en (3.5.9), et soit w le champ de rotation infinitésimal associé au,
Nnous avons:

p(u) = du.da, + dr.d(wlCa,).
Or, par définition nows avons : du = wlCdr, dou:
(5.2.19) p(u) = (dw Oa,).dr .
Autrement dit, en coordonrées covariantes :

1(U) = [Wll a,+w; az] Da,.a, =w;
[P (U) :%(w,l Haz.a,+tw, Da3'a1) =3(w; +w;)=0

(5.2.19 8322(11) :[w; a,+ W, az]Da3.a2 =W,.

Or laforme bili néare d'énergie de flexion a' est expriméepar :
a'(u,v) = [ @™, (Wp,, (V)AQ,
qui devient, daprés (5.2.8, en posant R(u) = (w,,w,) et R(v) = (W,,W,) :

(5213 af (U, V) = J‘Qaaa)\?\ Caa (U)C)\}\ (V)dQ ’

ol NOLs avons posé :

(5.2.19 Oy oL
c.(u=010 L.
op (1) 00 wiC

La forme (5.2.13 éant relativement simple, le probleme (5.2.7) devrait admettre
cataines smplificaions. Par exemple, considérons une surface hyperbadique réglée
fixéelelong d'une génératrice o, définie par une cate (Q,r) dutype (2.5.1) :

r(yhy?) =c(y") +y*a(y).

Prenors par exemple, et pou fixer lesidées, la surfaceS de sorte que tout les points de
S soient reliés a o par une ligne asymptotique. Nous conreisons aors, dapres la
propasition 4.1.7)aforme générale des élémentsde R(S) :
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(5.2.15 oy = w, =w; =0
oy = o(y"),

ou ¢ est unefonction ce L*(0).

Si bien que laforme hili néare d'énergie de déformation se réduit dansce ca a:

(5.2.19 a'(u,v) :IQalulq)(yl)é]i(yl)dQ.

5.3. CAS DES COQUES A FLEXION PURES INHIBEES. UN EXEMPLE DE
SENSITIVITE.

Nous nous plagons de nouveau dans le calre de la sedion 1 ¢ ce bapitre avec
une ogque S° de surfacemoyenne S donrée par une cate (Q,r). Mais, nous ppaoONs
dans cette sedion, gie I'espacedes déplacements inextensionrels,

G={ulOV/y(u)=du.dr =0},

est contenu dans |'espacedes déplacenents rigides ; c'est-a-dire que nous 1ppasoONs que
la surface S est inhibée Nous considérerons pou simplifier, le ca& usuel ou les
déplacements rigides de V sont nus : G = {0} ; s cen'est pas le ca, on quadiente
I'espaceG par |e sous-espacedes déplacements rigides.

Remarquors que le théoreme 5.2.1reste dors valable mais n'est pas intéressant puisquil
indique que les lutions des problemes (5.2.4 (c'est adire le probleme (5.1.1) avecla
mise al'édhelle (5.2.2) tendent faiblement vers zéro lorsque I'épaisseur e tend vers zéro.

Etant donre une force (petite) de laforme:
(5.3.) F= def, avecf indépendant de e,
réécgivons laformulation variationrelle (5.1.1 du probléme mécanique d'une mque:

E trouver U° dans V telleque
rea™ (e, v) +e*a’ (U°,v) = (F,v),Ov OV.

En faisant le changement dinconnwe (mise a l'échelle), ou u désigne la nouwele
inconnte:
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(5.3.2 t=du,
en dvisant par de et en pcsant :

(5.3.3 £E=e,
le probléme (5.1.1) devient :

(5.3.49 %r:uvser u® D\/f te:leque
A (u®,v)+ea (u®,v)=(f,v), dvOV.

Nous observons que le terme d'énergie de flexion dsparait lorsque € (ou

I'épaiseur €) tend vers zéro. Or, nous avons vu (remarque 5.1.1) que seule la forme &

contient des termes de dérivées d'ordre supérieur a 1 (dérivées d'ordre 2), si bien qle le

probléme (5.3.4 appardit comme une probleme de perturbation singuliere. En

conséquence, le probléme limite ne sSéait pas dans le méme espace

D'autre part, daprés le théoréme 5.1.4(elli pticité du modéle de Koiter ), laformea™ + af
est coercive dans V, s bien gque puisque laforme af définit une normesur V (G = { 0}),
alorslaforme a™ definit également une norme sur V.

On construit alors, de maniere dassque, I'espace omplété :
(5.3.5 V2= ComplétédeV pou lanorme a™(v,v)".

V& est donc un espace de Hilbert, par construction. On a dors le résultat classque
suivant (voir [ Sanchez-Palencia, 8911 et 92)) :

5.3.1. Théoréme. - Suppaons que f est une forme linéaire continue sur V4 soit u® la
solution du pobleme (5.3.7), alors lorsque € tend vers 0,

(5.3.6 u® M - u®dans V2 fort,
ou u° est la solution du pobléme:

0 a
(5.3.7 Hrouver u” OV*? telleque
" (U,V) = (F,V),,0,, OV OVE.
Preuve: Remarquors tout d'abord que le probleme (5.3.7) possde une solution urique.
En effet, la forme a™ etant, par définition, coercive @ continue sur V& on applique le
théoréme de Lax-Mil gram.
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Prenorns v = u® dans (5.3.4), nows avons aors, pusque fOV® :

(5.3.9 a™(uf,u®)<a™(u’,u’)+ea (ut,u®) =(f,u%), .. <Clu’ "
dou:
(5.3.9 u® ,.sC.

Si bien quil existe une sous-suite (en fait la suite entiere) qui converge faiblement dans
V2 versune fonction ce V? que nous notons u*.

Pour tout v fixé dans V, par Cauchy-Schwartz, nows avons :

(5.3.10 |saf (us,v)| <ega'(uf,u®)"?a’ (v,v)"?,

mais dans (5.3.8 nous avons en particulier :

ga' (Uf,u®) <cu’

ve
s bien gue (5.3.10 donre, puisgue que la suite des u® est bornéedans V* :
(5.3.13) |£af (us,v)| <e”?(e"%a’ (uf,u®)"®)a' (v,v)"? <e"*C.
Ainsi, pou tout v fixé dans V, nows avons::

(f,V),u. =@™(u®,v)+ea (uf,v) 0T - a™(u*, v),
autrement dit : u* est lasolution du pobleme (5.3.7), u* = ue.

Nous avons montré que us tend faiblement vers ue lorsque € tend vers zéro. |l reste a
montrer que la onvergence et forte. Nous avons:

a™(u®-ut,u’-uf)+eal (Ut,uf) = (F,u°) u,ye = 2(F,U%) e +(FLUS) gy,
d'ou, now obtenors |'estimation :
(5.3.12 am(u®-u®,u’-ut) < (F,u°—uf) u e

Si bien que la onvergence faible dans Va de us vers ue entraine, dapres (5.3.12, la
convergencefortedans Ve m

5.3.2. Remarque. - Le théoréme 5.3.1 peut n'étre pas tres stisfaisant car |'espace V@
peut étre tres "grand” (peut ne pas étre mntenue dans |'espacedes distributions), et donc
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son dual V® peut étre "tres petit”, autrement dit : suppcser que f 0OV?, peut étre une
hypaothése trés restrictive.o

En fait, le théoreme 5.3.1 peut étre prédsé lorsgue la mque est bien-inhibég
c'est le ca& dit des coques membranaires, tandis que lorsgue la mque est mal-inhibéeg
cdapeut abouir aun probleme dit sensitif.

Avant de prédser cda, il est utile de remarquer, dapréslaremarque5.1.2, qe

2
L2 1

(5.3.13 a™(v,v) < Cly(v)

2
H! +||US

2
Ht + ||u2

e < Ju
S bien que nous avons :

(5.3.19 vV, OV?
ou nows avons défini :

(5.3.19 V, = Espace omplétédeV pou lanorme HY(Q)xHY(Q)xL*(Q),

CASD'UNE COQUE BIEN-INHIBEE OU COQUE MEMBRANAIRE.

Nous rappelons quune surface &t dite bien inhibéesi |e tenseur de déformation
linéarise satisfait a (définition 3.1.6 :

5319 V@)oo 26l DUDV.

Nous avons alors le théoreme suivant (voir [Ciarlet et Sanchez-Palencia,95]):

5.3.3.Théoréme. - S Sest bien-inhibée aorsil existe C>0tellequon at :

2
HL(Q)xH(Q)xL2(Q

(5.3.19 am(v,v) = C|v

, pour tout v damsV,,

S bien quelorsque la surface est bien-inhibée nows avons: V=V, .

Preuve : Donnors tout d'abord ure définition de surfacebien inhibée @uivalente ala
définition 3.1.6.D'apres (5.1.7), nows avons |'expresson en coordonrées covariantes du
tenseur de déformationlinéaisé :

(5.3.18 Vup(u) = %(UG,B U )~ ré\aux _ba[su3’
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s bien que, avec une mnstante positive C qui ne sera pas nécessairement identique a
chague occurence, NOws avons :

(5.3.19 [Vas (U) e E (PRI

o+l

Et avecl'inegalit é de Korn (voir par exemple [Duvaut et Lions,77]) :

2
6329 3 s ) g 00 2 I 0l * ]

(5.3.19 entraine :

(5.3.29 ly(u)

2
Q|

Or, par définition, lorsgue la surface @&t bien inhibée nows avons :

o Ul 2 Sy * 1+

(5.3.22 IV W)y = oy
si bien que, dapres (5.3.2)), nows obtenors::

2
HY(Q)

2
HY(Q)

2

(5.3.23 g (Q)].

2
>[u,

L2Q)

+|u,

+ s

ych(u)

Par densité, I'inégalité (5.3.23 d'éend a tout dément de V. Mais aors, nows avons,
d'apreslaremarque5.1.2, poutout éément deV,,:

2
L2(Q)

2
HixHIxL2(Q) "

(5.3.29 a™(v,v)=C|y(v)

> C|v

CQFD. m

Le théoreme 5.3.3 indique dorc, en appliquant le théoreme de Lax-Milgram,
que le probleme limite est bien posé dans V,, lorsgue la surface &t bien inhibée

5.3.4.Remarque. - L'hypothése de "bonre-inhibition" est tres forte. En effet, les cas
d'une surfaceuniformément elli ptique, fixéeou encastréesur tout son bad sort, en fait,
avecles ovoides, les seuls exemples que nous conraissons. Nous avons vu (chapitre 3,
sedion 7) que les aurfaces développables ou hyperbdiques admettent des pseudo
flexions § bien guelles ne peuvent pas étre bien-inhibées. Les surfaces bien-inhibées
sont dorc forcément de type dli ptique. Mais encore, les surfaces elli ptiques avec une
partie du bad libre ou avec un di sont mal-inhibées (voir [Geymonat et Sanchez-
Palencia 95, théoréme 6.1). o
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CASD'UNE COQUE MAL-INHIBEE. UN RESULTAT DE SENSITIVITE.

Dans le ca dune @mqgue ma-inhibée (Cest-a-dire quil existe une suite de
pseudo-flexions admisshbles aur la surface le théoreme 5.3.3 rest plus vaable € il se
peut que I'espace omplété V@ n'appartiennent pas a l'espacedes distributions.

J. L. Lions et E. Sanchez-Palencia ont montré, quil existe (de maniére eplicite)
des lutions au probleme limite (5.3.7) qui ne sont pas des distributions, dans le ca&
d'une surfaceuniformément elli ptique fixé ou encastréesur une partie I'  de son bad, et
telle quune autre partie du bad I, de mesure nonnulle est libre - c'est a dire quaucun
déplacement n'est imposé sur I, ; voir [Lions et Sanchez-Palencia, 95| théoréme 4.2.

Par dualité « il existe dors des fonctions C*, a suppat compad dans Q (D(Q))qui ne
seront pas contenu  cans I'espacedua V2. Ce qui veut dire quil y a des donrées f dans
D(Q), (auss petites que I'on veut, ainsi que chaaune de leur dérivées) pour lesquelles il
n'existe pas de solution dans V.

Il sagit 1a d'un résultat dinstabilité. Si on suppae quil existe une solution u
dans V® au probleme limite (3.5.7) avec une donréef, il se peut que le méme probléme
avecpou donréef + &f (oulafonction of est dans D(Q), auss petite que I'on veut, ains
que dhaaune de ses dérivées), nait pas de solution dans V2 Cela traduit, a priori, ure
imposshilit é pratique d'avoir une dude numérique crrede ¢ fiable, pusquune telle
€tude est par nature soumise ades approximations des donrées. C'est le phénomene dit
de sensitivité (voir [Lions et Sanchez-Palencia 94]), c'est-a-dire que le probleme et a
sensibilit € exacebéepar rappat aux donrees.

Une interprétation mécanique de ce phénomene et égaement donrée par
J. L. Lions et E. Sanchez-Palencia qui considérent I'exemple de la figure 5.3.1: il Sagit
d'une surface uniformément elliptique dort le bord est constitué par deux courbes
fermées (des cercles) disjointes I, et I",. En fixant la surfacesur une partiede I, (ou sur
I, tout entier) d'apres la propasition (4.1.2), elle est inhibée Mais intuitivement (et par
expérience), on constate une sorte dinstabilité. En appliquant de petits efforts aur la
surface(la @oque), elle cdharcdle.
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Figure5.3.1.

Nous terminors cette sedion par un exemple nouveau de surfaceinhibée pou
lequel e probléme limite &ouit aun probléme sensitif.

Soit S, avec une cate (Q,r), ure surface onstituéede trois parties réguliéres H, H, et
H,, jointes le long de deux courbes:

=HnH,etl,=HnH,
formant deux plisa angle fixe, qu sereoignent en un pant M :

M=I,nT,.

Figure5.3.2.
On suppacse que les plis forment un angle diff érent de O et de .

On suppase de plus que H est uniformément hyperbalique et quil n'y a pas de lignes
asymptotiques dans H séparant les deux plis (voir lafigure 4.5.3.
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D'apres le théoreme 4.5.6,H est inhibéeau vaisinage de M.

En suppaant de plus que les deux courbes de pli sont transversales aux lignes
asymptotiques de H, cette inhibition sétend & H tout entier si elle est contenue dans les
domaines de déterminationissues des courbesT; et I, (voir laremarque 4.5.7).

D'autre part, on chaisit de prendre les parties H, et H, également hyperbdliques. Si les
courbesde plisT, et I', sont également transversales aux lignes asymptotiques de H, et
H, respedivement ; c'est toujours le ca, par exemple, lorsque les courbes de plis ont
planes (voir la remarque 4.5.5. L'inhibition d H entraine dorc, dapres la
remarque 4.1.10et la propasition 4.1.4,I'inhibition e H, et H, dans les domaines de
déterminationisauesdel, et I, respedivement.

En choisissant alors H, et H, de sorte quelles ient respedivement incluses dans les
domaines de détermination des plis I', et [, nows obtenors que S est une surface
entiérement inhibée

5.3.4.Proposition. - Sat Sla surfaceinhibée onstituéedes trois parties hyperbadli ques
formant deux plis & ande fixe déaite plus hau. Alors le probleme limite (3.5.7)
correspondart est un probléme sensitif, c'est a dre que I'espace @mplété V? n'est pas
contenu dars |'espacedes distributions sur Q.

Preuve : D'aprés (5.3.1)), nows choisisons de travailler dans I'espace V™. Dans cet
espace la ondtion de cntinuité dun dgplaceanent u le long dun di et la mndtion
d'angle fixe séaivent, par exemplesur I', :

H —_,,H
(5.3.29 S =u
9, =0,

ou u” (resp. u™) désigne la restriction ce u sur H (resp. sur H,) et 36, désigne la
variation linéaisé del'angle du fdi.

Comme dans [Geymonat et Sanchez-Palencia,94], nows choisisons des bases
covariantes orthonamales le long du di I, et telles que dans les composantes
covariantes (u,,u,,U,), la cmposante u, désigne la mmpaosant tangentielle ala courbe de
pli. Si bien gue les condtions (5.3.20 deviennent :
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T

o = 1[tg(6,). (u"* +ut')| - cotg(8,). (ut* - u;')

A% =3[~tg(6,). (u* +u})] - cotg(®,). (u* ~uf")
St —uy L =blul —btugt.

1la Yo la Ya

(5.3.29

Or, dans le processus de mmplétion, ure @ndtion sur la trace de la composante
normale u, n'a plus de sens et dorc, disparait : dans V™, les condtions (5.3.2]) se
réduisent &:

(5.3.29 uw =
Par analogie, nowsavons, lelongdu i I, :
(5.3.28 u = uz.

Nous rappelons quun déplacement est inextensiond sil satisfait au systéme de flexion
(3.1.0), qu sous s différentes formes réduites, est de nature hyperbalique dans la
configuration ce S, autrement dit : c'est un d&placement qui annde laformea™.

Considérons d'abord les parties H et H, sur lesquell es, daprés la propasition 4.3.5, nos
pouvors définir un déplacament inextensionnel nonttrivial et satisfaisant aux condtions
de ontinuité @ d'anglefixelelong du di I",.

Plagons nouws aors le long du di I',. D'aprés le théoreme d'existence € unicité du
probléme de Cauchy pou un systeme hyperbadlique (voir la remarque 1.2.19), il suffit
dimposer lelongdeT; :

(" = uy

(5.3.29
Sﬁl quelconqe.

pour déterminer un dgplacement inextensionrel nontrivial u™ sur H,, et satisfaisant ala
condtion (5.3.27.

Nous définisoons ainsi un dplacement inextensionrel, nontrivial sur S (qui n'est pas
admissble dans V!) et satisfaisant a la condtion (5.3.2% le long du di I'; et aux
condtions (5.3.26 lelong du di I",. C'est un d&placement nontrivial, en particulier sur
H. Si bien quil existe un compade (nonvide) K [0 H, et il existe une fonction ¢ de
clase C” asuppat compad dansK et tel que
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(5.3.3) <up>=[u$#0

Perturbors alors u par une fonction v°. On chaisit v° nule sur H, et au vasinage
de I', dans H. On chaisit de plus v° telle que ses compasantes tangentielles ont nulles
sur H et sur H,. Autrement dit, nous perturbors u par suivant les composantes normales
aH et aH,. Grace a'hypothése dangle de pli différent de O et de 1, il est passble de
chaisir v° telle que la mndtion de @ntinuité de u + v° le long de I'; soit satisfaite. On
sen convainc d'aprés lafigure 5.3.3:

Figure5.3.3.

Bien entendu, onchoisit également v° de sorte que la condtion dangle fixe soit de plus
vé&rifiég cda et possble parceque la cmpaosante normale suffit & contréler 'égalité la
quatrieme aditéde (5.3.6.

Nous avons ainsi un d&placement u + v° satisfaisant aux condtions de crtinuité du
déplacement et d'anglefixelelong desdeux plisl, et I",.

Nous construisons alors une suite de fonctions :
(5.3.32 V' =Vox1,

ou 1., est la fonction indicarice sur la partie K, 0 HOH,, et ou les parties K, sont
définies comme une suite de voisinage de I, telles que :
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(5.3.33 Koo OK, et[K,|= O%}E

Il est clair alors que chagque fonctionu + v" satisfait aux condtions de continuité le long
des plis et d'angle fixe (5.3.29 le long des plis I'; et I,. D'autre part, pusque la
perturbation v° n'est porté que par sa ammposante normale (qui n'intervient pas en termes
dérivées dans le tenseur de déformation linéaisé), nows avons :

=|v(v")

<[K,|

n [0}
||y(U+V ) LZ(Q) LZ(Q) y(V ) LZ(Q)'

D'ou:

o <oE
L7(Q)

Autrement dit, lasuite u + v" est une suite de Cauchy dans I'espaceV®.

(5.3.39 ly(u+v™)

Si bien quwe, s V? O D', dors pou toute fonction ¢ de D(Q), l'inégaité (5.3.39
impliquerait :

(5.3.39 <u+v",¢>0TMT- 0.

Or, pou le mmpade K de (5.3.31), a paritr d'un certain rang (n suffisament grand),
Nous avorns:

KnK,=0.

Enfin, pusque u est nontrividl, il existe ¢ de D(Q) asuppat dansK telle que pour tout
n suffisamment grand, no ayons :

(5.3.39 <u+v",$ >=<u,d >:Lupp(¢)u.¢ % 0.

cequi est contradictoire avec(5.3.35. m
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